Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : éléments propres
et polynome caractéristique

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours 4 points
Exercice 2 : Spectre d'une matrice a parametre 5 points
Exercice 3 : Matrices triangulaires par blocs 4 points
Exercice 4 : Endomorphismes qui commutent 3 points
Exercice 5 : Polynémes caractéristiques de AB et BA 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours (4 points)

a. Montrons par récurrence sur p = 1 la propriété:si £y +...+ Tp = 0 avec
L = Ekt-{ﬂ} etdes A; deux a deux distincts, alors tous les T sont nuls. C'est la définition
d'une somme directe.

Initialisation. Pour p = 1, 'égalité T = 0 donne le résultat.
Hérédité. Supposons la propriété vraieaurang p —1, etsoit £y +...+ Tp = 0. En

appliquant 1w, on obtient A1 T + ... 4 A Ty = 0. En retranchant Ap fois la premiére
égalité, il vient
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()\1 — )\p)ﬂfl 4+ ...+ ()\p—l — )\p).ﬂ'} 1 = 0

P

Chaque vecteur (A; — }Lp:l:l:i; appartienta B3 (1) . L'hypothése de récurrence donne donc
(A; — }mp:lﬂi‘i; = 0 pour 2 < p—1.Comme A; ?é Ap,onobtient T, =0 pour
1< p—1,puis Tp =0,

La somme des sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes est
directe.

b. Par la formule du déterminant, en notant &45 le symbole de Kronecker,

xa= >, el 1 (X00(3)5 = dg(j); )

ce S, 73=1

Si & ?é 1d, alors ¢ déplace au moins deux indices : le produit correspondant contient au plus
n — 2 facteurs de degré 1 et il est de degré au plus 1. — 2. Le terme associé a I'identité vaut

T
H(X_ij — Xﬂ—{r;;ll—|—...—|-G&nn:'xn_l+ﬂ,avec deg R < n -2,
=1

Ainsi X 4 est unitaire, de degré 7., et son coefficient de xn—1 est —tr(A).Enfin, le
coefficient constant vaut  x , (0) = r:iet{—}l;l1 = (—1)"det(A) par n-linéarité. Donc
Xy = X" —te(A)X"1 44 (1) det(4).

Baréme : a) 2 points : 0,5 pour la mise en place de la récurrence, 1 pour I'application de 1 et la
soustraction, 0,5 pour la conclusion ; b) 2 points : 1 pour la majoration du degré des termes o ?é 1d, 0,5
pour le coefficient de X m—1, 0,5 pour le coefficient constant.

Exercice 2 : Spectre d'une matrice a parametre (5 points)

a. On développe selon la deuxieme ligne :
X -1 0 —m
X, = 0 XxX-2
i —1-1 0 X —1



- v v e .
Ainsi y , = (X 2}({X 1) m) . Vérification : la trace vaut 4 et le coefficient de
X2 dans (X-2)(X2-2X +1-m) vautbien —4.

b. Les valeurs propres réelles sont 2 et les racines réelles de {X — 1)3 = m.
Si o m <0 : SPR(Am:I = {2}, valeur propre simple.
Si m =0: Spp(4o) = {1,2}, 1 double et 2 simple.

Si m >0,lesracinessont 1 —ym et 1+vm.Ona 1l—vm<l<2,et 14+vm =2
si et seulementsi m = 1.

Pour m >0 et m ?é 1: SpR{Am} = {1 —vm, 1 + v, }, 2} , trois valeurs propres
simples.

Pour m = 1: SPR(Al) = {0, 2}, 0 simple et 2 double.
c. Pour m = 1,onrésout A3 X = 0 puis (A; —273)X =0 avec X = (z,v,2).

Epilesysttme = 4+ 2 =0, 2y = 0 donne »w = 0 et z = —z . Donc
Bo(Ay) = Vect((1,0, -1)).
1 1

Eo: Ay —-213 = , d'ol la seule équation = = Z,avec ¥ quelconque.

— -::-I
oo o O

-1

Donc FEy{Aq) = Ve::t({l, 1), (0,1, D}) , de dimension 2.

d. Pour m = —4, I:X _1]2 44 =0 équivauta X —1 = =+ 22 .Donc
Spu:(A_4} = {2,1 + 22,1 — 22},

Pour A =142, lesysttme {(A_4 —AT3)X = 0 sécrit —2ix —4z =0,

(1—2:)y =0, £ -2z =0.0nobtient ¥ = 0 et = = 25z ; la premiére équation
est alors vérifiée, car —24 x 2tz — 4z = 4z — 4z = (. Le vecteur (2z,0,1) estun
vecteur propre associéa 1 1 22.

Bareme : a) 1 point; b) 1,5 point : 0,5 pour m <0 et wm = 0,0,5pour m >0, 0,5 pourle cas
particulier m = 1;c¢) 1,5 point: 0,5 pour Eyq,1pour Enq ;d)1 point: 0,5 pour le spectre, 0,5 pour
le vecteur propre.

Erreur fréquente : oublier le cas . = 1, ol la valeur propre 1 + %% se confond avec 2.
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Exercice 3 : Matrices triangulaires par blocs (4 points)

XIp—A
a. Ona Xipyg—M = —B ) . Pour tout scalaire x, la formule admise
0 XIig—-D
donne ,‘»{M{dﬁ} = ,‘»{A{Sﬂ) XD(SE“:I . Deux polynémes qui coincident en une infinité de points sont
égaux.Donc X5 = Xa Xp.

b. Soit I:E*l,- - E_-p:l une base de ', complétée enunebase 1B de FE .Comme F' est

stable par 1, les images U{El}, cy U{Ep} appartiennenta ' . La matricede % dans BB
A& B
0& D
Ky = Xup XD . Ainsi Xup divise Xy .

est donc triangulaire par blocs, ([Hra@r?] }) ,ou A estlamatricede ™. D'apres a),

c. Lamatrice [ est triangulaire par blocs avec A = ([l"-,ll'aj.?'?] é %:22 ,}) et
28&1

D = ([ll'n,ll'a,j.?'?] 1& 2 ,}) Pour une matrice de taille 2, % = X2 —tr x X + det .
Dunepart, X, = X2—-3X +(2-6) = X?-3X -4 = (X -4(X +1).
D'autre part, X = X2 _4xX 43 = (X —D(X -3).

Donc X ;5 = X +DX -D(X -3)(X —4) et Sp(M) =1{-1,1,3,4}.

d. On cherche un vecteur de la forme {a:, y, 0, D:l , qui appartient au sous-espace stable
Ve-::t(EI, EE} . Il suffit que {a:, :1 soit vecteur propre de A pour 4. Le systeme
(A —4Iy)(z,y) = 0 sécrit —3z +2y = 0,dou (z,vy) = (2,3). Vérification :
M{E, 3,0, D} = {2 +6,6456,0, D} = {8, 12, 0, D} = 4{2, 3,0, D} . Le vecteur
{2, 3,0, D:l est vecteur propre de [\ pour la valeur propre 4.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 1 point : 0,5 pour la base adaptée, 0,5 pour la conclusion ; ¢) 1,5 point : 0,5 pour
chaque polynéme de taille 2, 0,5 pour le spectre ; d) 1 point.

Exercice 4 : Endomorphismes qui commutent (3 points)




a. Si x € keru,alors uv(z)) = viulz) = v(0) = 0,donc v(xr) € ker u .Si
y = u(r) € Imu ,alors v(y) = ulv(z) € Imwu .Enfin, » — Xid commuteavec v,
et F(w = ker{u — A id) . Le premier point, appliqué &  — A id , montre alors que
keru, Imwu et F(u) sontstables par v.

b. Les 7 sous-espaces propres de 1 sont de dimension au moins 1 et en somme directe dans #,
de dimension #.. Chacun est donc une droite. Soit Z un vecteur propre de u pour A :alors
E 5 () = Kz . Cette droite est stable par ¥ d'aprés a), donc v(xr) = u = pour un certain
u € K.Comme =z ?‘2 0, = estun vecteur proprede v.

c. La matrice I} a trois valeurs propres distinctes, de vecteurs propres €1, €2, €3.Si B
commute avec [}, alors chaque Ej est vecteur propre de B d'apresb) : BEJ,,' = P;j' E’j',
et B estdiagonale. Réciproqguement, deux matrices diagonales commutent. Les matrices qui
commutent avec [} sont exactement les matrices diagonales.

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour le noyau et I'image, 0,5 pour les sous-espaces propres ; b) 1 point : 0,5 pour
les droites propres, 0,5 pour la conclusion ; ¢) 1 point : 0,5 pour chaque inclusion.

Exercice 5 : Polyndmes caractéristiques de AB et BA (4 points)

a.Ona A(BA)A™l = AB(AA—1) = AB Ansi AB et BA sontsemblables. Or deux
matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique, car

det(XI, — PCP~Y) = det(P(XI, — C)P71) = det(X T, — C).

Donc X415 — Xp4 lorsque A estinversible.

b. Soit A ?é 0 une valeur proprede AR ,et =x 7/: 0 telque ABx = A x.Alors Bx ?é 0,
carsinon Xz = 0, cequiestexclu. Deplus, BA(Bz) = B(ABz) = A Bx .Donc X
est valeur propre de B .A , de vecteur propre B . Par symétrie desroles, 4B et BA
ont les mémes valeurs propres non nulles.

c. Oestvaleur proprede AR sietseulementsi det(AB) = 0.0r

det(AB) = det A det B = det(BA). Donc 0 est valeur propre de A B si et
seulement si 0 est valeur proprede EA4 .
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d. Un calcul direct donne A B = ([l"-,ll'aj.i"?] 8 ﬁ é ,}) et BA = ([l"-,ll'aj.?'?] 8 g 8 ,}) Les deux

ont pour polyndme caractéristique % 2. Cependant, Eg(AB) = ker(AB) = Vect{.fl} est
de dimension 1, alors que Ep(BA) = K2 estde dimension2. 4B et BA ne sont pas
semblables : la seule matrice semblable a la matrice nulle est la matrice nulle elle-méme.

e. D'aprés I'exercice 1 b), la trace est I'opposé du coefficient de ¥ 7—1 du polynéme
caractéristique. L'égalité X 413 = X g donnedonc tr(AB) = tr(BA).

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour la similitude, 0,5 pour l'invariance du polynéme caractéristique ; b) 1 point :
0,5 pour Bz ?é 0, 0,5 pour la conclusion ; ¢) 0,5 point ; d) 1 point : 0,5 pour les calculs, 0,5 pour la non-
similitude ; e) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : éléments propres et polynome
caractéristique

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Eléments propres » en maths spé puis

entrainez-vous avec les exercices corrigés éléments propres.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la

page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres contréles de maths spé sur ce theme

e Controle de maths spé : DS de réduction des endomorphismes
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