Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : DS de réduction
des endomorphismes

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Partie | : polyndme caractéristique d'une matrice compagnon 5 points
Exercice 2 : Partie Il : trigonalisation d'un exemple 5 points
Exercice 3 : Partie Il : I'endomorphisme de multiplication a gauche 5 points
Exercice 4 : Partie IV : lemme des noyaux et commutant 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Partie | : polynome caractéristique d'une matrice

compagnon (5 points)

a. Lamatrice X I, —Cp esta coefficients dans I'anneau commutatif K[X ] : elle porte X
sur la diagonale, —1 juste sous la diagonale, et sa derniére colonne vaut

(aU, Gyyeeny @y o X + an_l)T .L'opération Ly ¢ L1+ X Lo+...+ xn—l1 Ly
ajoute a la premiere ligne une combinaison des autres : elle ne change pas le déterminant.

Pour une colonne 7 < n—1, seuls deux coefficients sont non nuls: X enligne 7 et —1 en
ligne 741 . Le nouveau coefficient de la ligne 1 vaut donc Xi‘_l x X + X7 x (_1} =10.
Dans la derniere colonne, on obtient :
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ag+Xa+.. +X"2%a 4+ X"YX +a, )= P(X)

n

On développe alors selon la premiere ligne, quivaut (0,. .., 0, P} : Xop = {—1}1+n P A,
ou A estle déterminant obtenu en supprimant la ligne 1 et la colonne 7. Cette matrice de taille
n—1 est triangulaire supérieure, avec des —1 sur la diagonale, donc A = {—1}”_1.

Par conséquent X~ = (- ti-—lp=p,

. Les n—1 premieres colonnesde C'p — AT, sont €pyq—A€ppour 1<k <n-l.
Elles forment une famille libre : si Z}:: CL li'fis:—l—l —A E};:' =0 , la coordonnée sur E€x donne

¢,,_1 = U, puis, en remontant, tous les €k sontnuls. Donc rg(Cp —AT,) > n-1.
Comme } est valeur propre, cette matrice n'est pas inversible : son rang vaut exactement
mn. — 1. D'apres le théoréeme du rang, le sous-espace propre EA(GP) est une droite.

Ensuite, la ligne & < n—1 de C% est Eg_l_l , donc {Cg V}‘}}; = 2F = xx aF1,
La derniere ligne de C% est {—G&D, Cey —G&n_l) ,d'ou :

n—1 ]
(CPVA), ==>, a; AP =2"—P(N)=2" = xxanr7},
=0

car P(}) = KGP(}‘:' = 0. Ainsi C% V, = AV, avec V}\?é 0 (premiére
coordonnée égale a 1).

. Une matrice est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de ses sous-espaces
propres vaut 7. D'apres b), chaque sous-espace propre est de dimension 1 : cette somme est donc
le nombre de valeurs propres distinctes de ' p dans [, c'est-a-dire le nombre de racines
distinctesde P dans [K.Or P ,bdedegré 7,a 7 racines distinctes dans [K exactement
quand il est scindé a racines simples.



Donc ' p est diagonalisable si et seulement si P est scindé a racines simples sur
.

d. Puisque CPp €r = €r41 pour k < n—1, une récurrence immédiate donne
C;kpel = egq pour 0 < k< n-1.

n—1 n—1
Soit @ = Z 9 X% telque @(Cp) =0.Abrs 0= @Q(Cp) e = Z Qg €pa-
La base canonique étant libre, tous les 23 sont nuls. Le polyndme minimal est donc de degré au

moins 7. D'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, M'p divise X'p , qui est de degré 7.

Les deux polyndmes sont unitaires et de méme degré.

Conclusion: Mo, = Xop = P,

Bareme : a) 0,5 point pour I'effet de I'opération sur les colonnes, 0,5 point pour la derniere colonne, 0,5
point pour le développement et le signe ; b) 0,75 point pour le rang, 0,75 point pour le vecteur propre de la
transposée ; ¢) 1 point (critére par les dimensions cité) ; d) 0,25 point pour les puissances, 0,5 point pour
la liberté, 0,25 point pour Cayley-Hamilton et la conclusion.

Erreur fréquente : affirmer que & = X «car les valeurs propres sont simples » ; ici les racines de
P peuvent étre multiples, et c'est le vecteur €1 qui fait tout le travail.

Exercice 2 : Partie Il : trigonalisation d'un exemple (5 points)

a. On développe: P = (X3—2X+1}{X—2} — X3 _-4X2 45X —2.Donc
Iﬁ-[:]:_z’ ﬂ-1:5, Iﬁ-gz_‘%,et:
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D'apres la partie |, X~ = F ot 1 estvaleur propre de multiplicité 2, alors que

dim El{f_?:l = 1 d'aprés | b). La dimension du sous-espace propre est strictement
inférieure a la multiplicité : (' n'est pas diagonalisable. (On peut aussi invoquer | ¢),
puisque P a une racine double.)

. L'égalite C'Q = QT équivaut, colonne par colonne, a3 € vy = vy, C Uy = vy + U5 et

-1 0 2
On résout d'abord (O — I3)v = 0,avec C — I3 = ( [:jl] . —35) . La premiére ligne
donne x = 2z, latroisitme Y = —3z, et la deuxiéme est alors vérifiée :
2z 43z -5z =0.onprend v; = (2, -3,1)7.

Ensuite, (€' —2I3)v = 0 donne —2x +2z = 0 et ¥+ 2z = 0,s0it T = z et
Yy = —2z ;laligne £ —2y —5z = z 4+ 4z — 5z = 0 est vérifiée. On prend
ug = (1,-2,1)T .

Enfin, on cherche Vg telque (C — I3) Uy = Uy .Avec z = 0, la premiere ligne donne
—x = 2,donc £ = —2,etlatroisitme Y% = 1. La deuxiéme ligne vaut alors
—2 —1 = —3 :elle est verifiée. Ainsi v, = (2,1, D}T . Vérification :
T
Cuy=(0,-2,1)" = v +u,y.

2 =21

La matrice & = _9 a pour déterminant

1 0 1
2x142x (-3+2)+1x () = -1£0.

Donc & estinversibleet 0~ 1 C Q = T.



c. Le polynéme P est de degré 3, donc X% = P Sy + Ry avec deg Hg < 2. 0n écrit
Bp=a (X145 (X -1+

Enévaluanten 1 : Fp(l) =1,donc 7y = 1.En dérivant,

kxk—1_—- p/ S5+ F SE: + R'fk ;or 1 estracine doublede P ,donc

P(l) = P'(1) = 0, dou Ri(l} — k, c'est-a-dire 5 = k.Enévaluanten 2 :
2k = otk 41,donc o =25k —1.

Rpy=(2F—k—1D(X =12 +k(X =-1)+1.

L'application & — @(C') est un morphisme d'algébres, donc
Ck = P(C) S(C) + Ri(C). Par le théoréme de Cayley-Hamilton,
PO) = %) 2 0.

Ainsi, pourtout ke N : CF = (2k —k —1(C-I3)2+k(C—TI3)+1I3.

Controle:pour k = (0 et k = 1,onretrouve I3 et & ;pour k& = 2,onobtient
(C —TI3)* +2(C - I3) + I3 = C2.

Baréme : a) 0,5 point pour la matrice, 0,5 point pour la justification ; b) 0,5 point par vecteur, 0,5 point
pour l'inversibilité de € ; ¢) 1 point pour le reste (dérivation justifiée), 0,5 point pour Cayley-Hamilton,
0,5 point pour I'expression de 'k .

Exercice 3 : Partie lll : 'endomorphisme de multiplication a
gauche (5 points)
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a. Par récurrence, Qﬂkﬂ(M} = A% M pourtout k € N :clestvraipour k —= 0, et
— k
GﬂkA—H{M:‘ = A {Ak M:‘ = ARl pr . Pour Q= Z};: T X , on a par linéarité

Qp ) (M) = g g AF M = Q) M

Si @(A) =0, alors Q{Qﬂﬂ){M} = 0 pourtout AF ,donc Q{@A:l =0,

Réciproquement, si QI:QDA:I =0, alors Q@A) =@Q(A) I, = Q{Qﬂﬂ}{fﬂ} = 0. Les

idéaux annulateurs de A etde % 4 sontdonc égaux. Leur générateur unitaire est le méme
Hip, = H g,

b. Un endomorphisme en dimension finie est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal
est scindé a racines simples. Comme M, = F 4, ¥ 4 est diagonalisable si et seulement
si A l'est.

c. Les valeurs propres sont les racines du polynéme minimal, donc SP(@A} = SP(A:I. Soit A une
valeur propre et Af de colonnes M1,..., M, . La 7-iémecolonnede AM est
A DM, donc AM = X M sietseulementsi A M ; = A M ; pourtout 7.

Le sous-espace propre de ¥ 4 pour } estl'ensemble des matrices dont toutes les
colonnes sont dans ker(A — X I,;).L'applicaton M — (M1,...,M,) enestun
isomorphisme sur ker(d — A In}ﬂ , d'ot la dimension 7 dim ker(d — A I, ).

n
d. Pourtous %, 7, A Ey = Z O, B :limagede Fy; restedans

Vectl:EU, ce Enj:l , et ses coordonnées sont celles de la 2 -iéme colonne de A . Dans la
base proposée, la matrice de % 4 est donc diagonale par blocs :

A % 0
Mat(yp 4) = 0 T [\pace?]l.. U
Oo O [ihepacecs?]L.



Le déterminant d'une matrice diagonale par blocs est le produit des déterminants des blocs. Ainsi
n n
Xp, = det(X In—A:l = (;{A} .

Baréme : a) 0,5 point pour la formule, 1 point pour I'égalité des idéaux et du polynéme minimal ; b) 1 point
(critére cité) ; ¢) 0,5 point pour le spectre, 0,5 point pour la description, 0,5 point pour la dimension ; d) 0,5
point pour la matrice par blocs, 0,5 point pour le polynéme caractéristique.

Exercice 4 : Partie IV : lemme des noyaux et commutant (5

points)

a. D'aprésllla)etld), Mo = Mo = P . Dapresiiid)etla), Xp = P3,
Donc (i, = (X —1)* (X —2) et yx, = (X -1)° (X —2)°.

b. Le polyndme minimal de % a une racine double : il n'est pas a racines simples, donc ¥ n'est pas
diagonalisable (c'est aussi Il b) avec Il a)). D'aprés Il c) et I b), dim Fq{p) = 3x1 =3 et
dim Fq(@) = 3 X 1 = 3. Les deux sous-espaces propres sont de dimension 3, et
3 4+ 3 = 6 < 9 confirme la non-diagonalisabilité.

c. Lepolyndme P = (X — 1}2 (X —2) annule ¥, et (X — 1}2 et X — 2 sont premiers
entre eux. Le lemme de décomposition des noyaux donne donc

M;3(R) = ker P(g) = ker(p —id)? @ ker(p — 2id).

On calcule :
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2 4
C—TI3)%=(_9 _8
( 3) 2

Cette matrice est de rang 1, et son noyau est le plan If :x 4 2y 4+ 42z = 0, qui contient V1
et Y3.DWapresilia), (p — id)E(M) = (C - Igjg M.

Donc ker(fp — idj2 est I'ensemble des matrices dont les trois colonnes sont dans ff :
il est de dimension 3 x 2 = 6.De méme, ker(y —21d) est I'ensemble des matrices

dont chaque colonne est colinéairea v, = (1, -2, I}T : il est de dimension 3. On
vérifie que 6 +3 = 9 = dim M3(R).

d. Toute matrice de R[C] commute avec ', donc R[C] C C(C).

Réciproquement, soit A4 telleque CM = MC . Lafamille

(e, C ey 2 e1) = (ey, €y, €5) estune base (I d)). ll existe donc des réels €gy €15 €3 tels
que Me = cDel—i—clf_’fel—i—chEEl.Posons R = cofg—i—clf_’f—l—cgﬂg,de
sorteque M ey = Heq,

Pour 7 €{0,1,2},comme Af et R commutentavec C,
MCley =C?Me = CIRe; = RC7e . Lesendomorphismes associés & M et
R coincident sur une base, donc M = R € R[C].

Enfin, dim R[C'] = deg ¢t~ = 3, unebase étant (I3, C, C?).Le commutantde C
est R[C], de dimension 3.

Baréme : a) 0,5 point par polynéme ; b) 0,5 point pour la non-diagonalisabilité, 0,5 point pour les
dimensions ; ¢) 0,5 point pour le lemme des noyaux (hypothése de coprimalité citée), 0,5 point pour

({_’,* — 3}2, 0,5 point pour la description des deux sous-espaces ; d) 0,25 point pour I'inclusion directe, 1
point pour la réciproque, 0,25 point pour la dimension.



Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : DS de réduction des

endomorphismes

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Eléments propres » en maths spé et «

Diagonalisation et trigonalisation » en maths spé et « Polyndmes d'endomorphismes » en maths spé puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés éléments propres, diagonalisation et trigonalisation,
polynémes d'endomorphismes.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres contréles de maths spé sur ce theme

e Contrble de maths spé : éléments propres et polyndme caractéristique

e Contréle de maths spé : diagonalisation, trigonalisation et nilpotents

e Contréle de maths spé : polyn6me minimal, noyaux et Cayley-Hamilton
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