Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : différentielle et
regle de la chaine

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours 4 points
Exercice 2 : Différentielles d'applications matricielles 5 points
Exercice 3 : Gradients 3 points
Exercice 4 : Regle de la chaine en coordonnées polaires 3 points
Exercice 5 : Probleme : fonctions constantes et espace tangent 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours (4 points)

a. Définition. L'application | est différentiable en @ s'il existe une application linéaire
L€ L(E, F) telleque fla + h) = fla) + L{h) + o(Ihl) quand A — 0. Cette

application L est alors unique : on la note df{a).

Dérivée selon un vecteur. Soit u© £ & non nul. Pour % ?é 0 assez petit, a + tw € U, car
{7 est ouvert. On écrit alors
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Mot =0 — d p(a)(o) + 2206 — 0]d (o) ()

ol ltv])
t

car _y 0-Donc D, f(a) existe et vaut df{a)(v) ; le cas

‘ _ |o([tv])]
= WX ]
uw = [ estimmédiat.

Dérivées partielles. Si F — R" de base canonique I:E*l, Cy En:l , alors

2
—Efj@l = DE - {E&:l = df{a}{ej—}_ Par linéarité, pour A = Z flj Ej , on obtient

df@)(h) = Z hy a Y

7=1

b. Continuité. Pour (z, 1) (0,0), ona 22 < 52 + 42, donc |f(z, v)| < |y|. quitend
vers 0.La fonction f estcontinueen (0,0 .

Dérivées selon un vecteur. Soit v = (p,q) 5 (0,0) et 5 0. Alors

t = 2 (p2 + ggj = PR R Ce quotient ne dépend pasde £ :
i pred
D, f(0,0) existe et vaut e

Non-différentiabilité. Supposons f différentiable en (0, J) . Alors, d'aprés a,
T &
;.l — D, f(0,0) serait linéaire. Or ﬁr{[}] 0) = D1, 0) f(O,0) =0 et
%{DJ 0) = Do, 1y f(0,0) = 0. Onaurait donc df(0, 0) = 0, ce qui est contredit par
D, 1) f0,0) = %?é 0.Ainsi [ n'est pas différentiable en (0, 0) .

Baréme : a) 0,5 point pour la définition, 1 point pour la dérivée selon un vecteur, 0,5 point pour la formule
avec les dérivées partielles ; b) 0,5 point pour la continuité, 0,75 point pour les dérivées directionnelles,
0,75 point pour la non-différentiabilité.



Exercice 2 : Différentielles d'applications matricielles (5 points)

a. Pour M, H € M_(R),ona {M+H}2 M2 4+ MH + HM + H?2 . L'application
H — MH + HM estlinéaire. De plus, |[H2| < |H|2,donc H?2 = o |H|). Ainsi
f est différentiable en tout 1, avec df{M )(H) = MH + HM . Attention : ce
n'est pas 2ZMH engénéral, car M et H ne commutent pas.

b. D'aprés la formule det M = z e(o) H ™M a(4) 5 . le déterminant est une fonction
o e S 1=

polynomiale des < coefficients. Ses dérivées partlelles existent et sont polynomiales, donc
continues. Par conséquent, det est de classe 1.

n
Le développement selon la ligne 7 s'écrit det M = Z LLH? Cik , ol le cofacteur C5x

k=1
, . . O det \ .
ne dépend pas des coefficients de la ligne 3 .Donc 5, .. ™, {M:' = e;; . D'apres |'exercice 1,

ddet(M)(H) = ) Cij hij = tr(*Com(M) H),
, J

car le coefficient diagonal (1, 7) de *Com(M ) H vaut Z Cig Mg en particulier,
%
Com(I,) = I, ,dou ddet(I,)(H) = tr(H).Si M estinversible,

f;flllim} =AM Gob ddet(M)(H) = det(M) te(M 1 ET).

c. Ona GLL(R) = det_l{lﬁ*}, image réciproque de I'ouvert [R* par I'application continue
det . C'est donc un ouvert. Ainsi M + H estinversible pour H assez petite.

Posons X = (M -|-H:|_1 .Ona
M-l _xXx=M1lM+E)X-M1MX=M"1H X, dnc
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X — M-l _ ar—1 FF X .Enremplacant X par cette expression dans le dernier terme, on
obtient

X=M1-mMlgMlomM'lgx)=MloMlgMleMIg M1 X

lereste R(H)= M—1H M~ H (M + H)"! vérifie
|B(H)| < a1 B2 ||:M + H}_1| . Or l'inversion est continue sur  G'L, (R},
puisque M1 = m fCom{M ) est une fraction rationnelle des coefficients. Donc
|{M + H}_1| reste borné au voisinage de 0, et R{H) = o{IH ).

Enfin, A — —AF—1 i Af—1 estlinéaire. Donc inw est différentiable en Af , et
dinv(M)(H) = -M—1 g5 M1,

Erreur fréquente : écrire dinv(M ) (H) = —M—2 H par analogie avec la dérivée de 51—]: sle

produit matriciel n'est pas commutatif.

Baréme : a) 1 point; b) 0,5 point pour la classe C1, 0,5 point pour la dérivée partielle, 0,5 point pour la
trace, 0,5 point pour les deux cas particuliers ; ¢) 0,5 point pour I'ouverture, 0,5 point pour I'égalité, 1 point
pour le contréle du reste et la conclusion.

Exercice 3 : Gradients (3 points)

a.Ona @ = trof ol tr estlinéaire. D'aprés |'exercice 2,
di(M)(H) = tr(MH 4+ HM) = 2tc(MH) . or
te(MH) = tr(*(! M) H) = (! M, H ). ponc Vo(M)=2!M.



b. D'apreés I'exercice 2, ddet(M)(H) = tr(tCOm(M} H) = { Com({M ), H ). Donc
V det(M) = Com(M ) ; pour A inversible, c'est det(M) :(M—1).

c. Soit g(z) = (z,z).Comme glz +A) = q(z) +2{z,hS+ k% ona
dg(x)(h) = 2{ =, h).Sur R™\ {0}, ¢ estavaleursdans ]0,4co[, ol laracine carrée

est dérivable. Par la regle de la chaine,

Donc ¥V N{:J:} = % , le vecteur unitaire qui dirige .

Baréme : a) 0,5 point pour la différentielle, 0,5 point pour I'identification du gradient ; b) 1 point ; c¢) 0,5

point pour dq, 0,5 point pour la régle de la chaine et le gradient.

Exercice 4 : Regle de la chaine en coordonnées polaires (3

points)

a. Lafonction g = f o & estdeclasse ¢l sur ¥, comme composée. Par la régle de la chaine,

les dérivées de f étant prisesen #(r;8),0na

™ —g = —7rsind g—i + rcosf g—;

o
o
‘-..h
.5}

a—g = cosf g—i + sinéf

5]
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o o] . .0
b. En multipliant la premiére égalité par 7, on obtient S'_f = rcosf ﬁr + rsind ﬁr

. ol &
Comme 1 — rcosf et Y= rsind , cela vaut ﬁr + y ﬁr .

c. Comme < estune bijectionde ¥ sur [, f estsolution sietseulementsi s g—f = [ sur
¥ . Puisque 7 =0, cela équivauta g_—f =0 sur V.

Pour § fix¢, r — g(r; @) aalors une dérivée nulle sur l'intervalle 0, +oo[ : elle est
constante. Donc  g{r; 8) = h{#),avec h{#) = g(1,8) declasse 1. Par conséquent,

flz, ) = h(arctan%) = :.glb(%) ,avec ¥ = h oarctan declasse ¢l sur R.

- , y dF Yo Y
Réciproquement, si Jﬂ@] y} = :.glb(f) avec 1 declasse 1, alors 55 = ‘Eﬂf’ (E) et

d a8 &
ﬁr:% IiI(%).AII’TSI ,j:ﬁr{—yﬁr:—%ﬁbf{—%wf:l:l

Les solutions sont les fonctions (;p! y} — @(%) ,avec 1 declasse ¢l sur R :ce
sont les fonctions constantes sur chaque demi-droite issue de I'origine.

Bareme : a) 0,5 point par dérivée partielle ; b) 0,5 point ; ¢) 0,5 point pour la réduction a la dérivée en r,
0,5 point pour l'intégration, 0,5 point pour la forme finale et la réciproque.

Exercice 5 : Probleme : fonctions constantes et espace tangent
(5 points)

Fonctions de différentielle nulle

a. L'arc a:t — a + t{b — a) est dérivable, de dérivée b — a , et prend ses valeurs dans



[a, b] C U7 . Par la régle de la chaine (dérivée le long d'un arc), @ = f o o est dérivable sur

[0,1] et /(t) = df(a + t(b —a})(b —a).

Soit B une boule ouverte incluse dans 7 , sur laquelle df = 0. Une boule est convexe :
pour a,b € B, lesegment [a,b] estinclusdans B .Alors ¢/ = 0 sur [0,1],donc ¢
est constante et f(b) = (1) = @(0) = f(a) . Ainsi [ est constantesur B .

. Posons T = {t € [0,1]: f(y(t}}) = f(@)} . Cet ensemble contient O ; il est fermé, car
f oy estcontinue ( f différentiable est continue). Donc 5 = sup I appartienta T .

Comme ¥J estouvert, il existe >0 telque B{y(s),7) C U .D'aprésa, f estconstante

sur cette boule, égale & f(y(s)) = f(a).Par continuité de ¥ en s,ilexiste § >0 tel que
¥(t) € Blv(s), r) pourtout t € [0,1] vérifiant |t —s| < &.Tousces % sontdonc dans
T.

Silonavait s <1,leréel min(s +&,1) seraitunélémentde T' strictement supérieur a
s :clestabsurde.Donc s = let 1 € T .Ainsi f(z) = fl(y(1) = fl@) : [ est
constante sur (.

. Soit U = [(a:, y) € [‘11:hl::-l::-?]R2 T ?é D,D} , réunion de deux demi-plans ouverts, et

flz,y) =1si >0, flz,y) = —1si £ <0.Lafonction f estconstante au
voisinage de chaque point, donc df = 0 sur T/ .Pourtant [ n'est pas constante: [/
n'est pas connexe par arcs.

Tangentes et plan tangent

d. Posons G{r,y) = z2 + zy +y2 -3 .0na G{L,])=14+14+1-3 =0cet
G(2,-1) = 4—-241—-3 = 0 :les deux points sont sur . De plus,
VG y) = @2z +y,z+2).
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En (1,1}, VG = (3,3)5 0.latangenteest (1,1) + ker dG(1, 1), soit
3(x —1)+3(y —1) = 0.Tangenteen (1,1): = +vy = 2.

En (2,-1), VG = (3,0)5 0. Latangente a pour équation 3(x —2) = 0. Tangente en
(2, —1) : la droite verticale z = 2.

X+y=2

, N\

VG

e. Posons K(r,vy,z) = 52 +y2—22—-1.0na K(1,1,1) =0 et
V K(1,1,1) = (2,2,-2)# 0 . Le plan tangent est (1,1, 1) + ker d&(1,1,1) :
2 -1+ 2(y—1)—2(z—1) = 0.Plantangent: = +y —z = 1.



Baréme : a) 0,5 point pour ¢ prime, 0,5 point pour la constance sur une boule (convexité) ; b) 0,5 point
pour s dans T, 0,5 point pour la boule autour de y(s), 0,5 point pour la contradiction ; ¢) 0,5 point; d) 0,25
point pour I'appartenance, 0,75 point pour les deux tangentes ; €) 1 point.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : différentielle et regle de la chaine

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Calcul différentiel » en maths spé puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés calcul différentiel.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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