Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : diagonalisation,
trigonalisation et nilpotents

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours 3 points
Exercice 2 : Diagonalisation et puissances 5 points
Exercice 3 : Trigonalisation d'une matrice 4 points
Exercice 4 : Matrices nilpotentes 3 points
Exercice 5 : Matrices de rang 1 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours (3 points)

a. Criteére. L'endomorphisme < est diagonalisable si et seulement si X, est scindé sur [ et,
pour toute valeur propre %, dim F3{u) = m(A).

b. Sens direct. Supposons U diagonalisable. Dans une base de vecteurs propres, la matrice de u
est diagonale ; chaque valeur propre } y figure dj = dim Ek{u} fois. Le déterminant d'une
matrice diagonale donne alors

x,= I (x=n%

A€ Sp(u)
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Ce polyndme est scindé, et la multiplicité de ) vaut m(A) = dy = dim E(u).

Réciproque. Supposons Xy scindé et dim E 3 (u) = m(X) pourtout }.Comme X, est
scindé de degré 1., la somme des multiplicités vaut 1. Ainsi

Z}\: dim B, (u) = Z}‘: m(A) =1 orles sous-espaces propres sont en somme directe, donc

leur somme est de dimension 71 : elle est égale a & . En juxtaposant des bases de chaque
E}‘{u} , on obtient une base de & formée de vecteurs propres. Donc 1 est diagonalisable,
et le critere est démontré.

Baréme : a) 1 point; b) 2 points : 1 pour le sens direct, 1 pour la réciproque (somme des multiplicités,
somme directe, base de vecteurs propres).

Exercice 2 : Diagonalisation et puissances (5 points)

a. On développe selon la premiere colonne :
X =2 —1 1 X 9
xa=| 0" x=2 —(x-2) %7 0 | =(x-2%x-1)

0 -1 X —I1 -1 X -1

Ainsi — (X —D(X —2)% et Spld) = {1, 2}, avec 1 simple et 2 double.
Xy =X -DEX -2)

b. Pour F1,lesysttme (A —I3)X =0s%cit z+y—2=0, y=0, y=0.0n
obtient ¥ =0 et 2z = x: E1:Vect({1,[], 1})

g1 -1

Pour Fq,lamatrice A —273 = 0 est de rang 1 et donne la seule équation

1

01 -1
Y = % . Donc Fq = Ve::t({l, 0,0y, (0,1, 1}) , de dimension 2.

Le polyndme X 4 estscindéet dim By =1 = m(l), dim Eq = 2 = m(2) . D'aprés e
critere de I'exercice 1, A est diagonalisable.

Les colonnesde P sont (1,0,1) € By, puis (1,1,1) = (1,0,0) + (0,1,1) € Eq et
(0,1,1) € Eq. Vérification: A(1,1,1) = (2,2,2) et A(0,1,1) = (0,2, 2). Enfin,
det P =1 ?é 0 (calcul ci-dessous), donc ces trois vecteurs forment une base. Ainsi
P-lAP = diag(1,2,2).



c. Par la méthode des cofacteurs, avec det P = 1x (1-1)—1x (0 —1)+0 =1, on trouve
pl=(1 T 1)
-1 0 1

Vérification : le produit P P2—1 redonne bien I3, ligne par ligne. C'est I'inverse cherché.

d. Posons A = diag(l, 2,2). Comme A = PA P—1,une récurrence immédiate donne
A" = PA" p—1,avec A" = diag(1,2",2™). D'abord,

22 0
’

PA" = "
2"n o"

— O =

Puis, en multipliant par p—1,

o 2" 2" -1 1-2"
A =10 2 0
0 2" -1 1

Vérification : pour m = (0, onretrouve f3 ;pour n = 1,onretrouve A .Cette formule
donne A" pourtout n £ IN.

e. Enposant Xp = l::l?n, Yo E’r,n,jl ,ona Xp41=AX, donc X, = A" X . Comme
X = (0,1,0), le vecteur Xy estla deuxiéme colonnede 4™ .Donc z, = 2" —1,
yn:fﬂet zy =27 —1.

Baréme : a) 1 point ; b) 1,5 point : 0,5 pour £'{, 0,5 pour E'5, 0,5 pour la diagonalisabilité et la
matrice diagonale ; ¢) 0,5 point ; d) 1,5 point : 0,5 pour A™ — PA"™P—1, 1 pourle calcul ; ) 0,5
point.

Exercice 3 : Trigonalisation d'une matrice (4 points)
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a. On développe selon la troisieme colonne :
X -1 -1

xg=| 1 X-=3 ’ = (X =2)(X =1)(X =3)+1) = (X —2)(X?—4X +4).
—1 1 X -2

Donc ¥ = (X - 2}3 et Sp(B) = {2}, valeur propre triple.

-1 1 0

b.Ona B —2f7 = B 0 . Cette matrice est de rang 1, et son noyau est donné par
1

1 -1 0
£ = ¥Y.ponc E5(B) = Vect({l, 1,0), (0, 0, l}) , de dimension 2. Comme
dim Eq(B) = 2 ?é 3 = m(2), B n'est pas diagonalisable. On peut aussi dire : si B
était diagonalisable avec 2 pour seule valeur propre, elle serait égale a 213,

c. Le polynébme X g estscindé, donc B est trigonalisable. Posons & = {l, 1, D:l )
f = (0,0,1) et complétons par w = (1,0, 0). Alors
(B —2Iz3)w = (-1,-1,1) = —e + f , cesta-dre Bw = —e + [ + 2w . La famille
{E, 1, ’w} est une base, car la matrice P ci-dessous a pour déterminant 1 ?é 0. On obtient

1 01 2 0 =1
P=1100)T=[02 1
0 10 0 0 2

Ainsi g — p7p—1,avec T triangulaire supérieure.

d. Le calcul donne 2 — () : chaque ligne de IV est proportionnelle & {1, —1, D:l , et chaque
colonne de IV est orthogonale a ce vecteur ou nulle. Comme 2f3 et N commutent, la
formule du bindme donne, pour n > 1, B"™ = (273 + N}” — 2”13 + n27—1V . Donc

n 2" _ pon—l n2n—1 0 et g on
B = _pon—l ol 4+ non—1 0 & —n2
n2n—1

Pour 7 = 1, on retrouve bien B .

Baréme : a) 1 point; b) 1 point : 0,5 pour le sous-espace propre, 0,5 pour la non-diagonalisabilité ; c) 1,5
point : 0,5 pour le choix de ' , 0,5 pour le calcul de B , 0,5 pour £ et T ;d) 0,5 point.

Erreur fréquente : choisir comme troisiéme vecteur un vecteur de F(B), ce qui ne donne pas une
base.



Exercice 4 : Matrices nilpotentes (3 points)

a. Soit A une valeur propre complexede N et = f,é 0 telque Nz = A x.Alors
NPy = 23FPr.0r P —,donc 2P — g,puis A = 0.Parailleurs, IV n'estpas
inversible, car det(IV)¥ = det(IVF) = 0. Ainsi 0 est bien valeur propre : Sp(IV') = {0}.

Sur C,le polyndme X jr est scindé, unitaire de degré 1, et sa seule racine est 0. Donc

m
Xy =X,
n—1
b. Supposons Z G&k,Nk;t? = 0 avecdes % non tous nuls. Soit 7 le plus petit indice tel que
k=0

a, ?é 0. Appliquons  pyP—1—2 :les termes d'indilce k > 7 fontapparaitre pyk+p—1—3,
nullecar K+ p—1—7 > p.lreste GLJ-NP_ z =0, ,donc %; = 0 ce quiest

contradictoire. La famille est libre. Elle compte P vecteursde (" ,donc p < n.

c. Pour k& > 1,lamatrice Jyk est nilpotente, car {N}«")P = {ijk — (. D'aprés a),
Xk = X" e coefficient de  xm—1,égal 3 —tr{IN'¥) , est donc nul. Ainsi
tr(INF) = 0.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour les valeurs propres nulles, 0,5 pour I'existence de la valeur propre 0, 0,5
pour Xy ;b) 1 point: 0,5 pour la liberté, 0,5 pour P = 1 ;c) 0,5 point.

Exercice 5 : Matrices de rang 1 (5 points)

a. L'image de 4 estune droite ; soit L7 une colonne non nulle qui I'engendre. Chaque colonne
cj de A appartient a cette droite : Cj = ’“jU pour un réel ’”j. En posant
V= (v, up) |, le coefficient (4, 7) de A vaut UVj, cest-a-dire que
A =pv 7T .Enfin, V ?é 0,car A ?‘3 0.1l existe donc 7 et 1 non nulles telles
que A =UVT.

b. Le produit 17 T7r estlamatrice 1 x 1 de coefficient Z UiV . Or les coefficients diagonaux
T
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de A sontles Y;U: donc VU = tr(A). Par associativité,
A2 =U(WVTUWT = tr(A)UV T .Donc A2 = tr(A) A.

c. Parlethéorémedurang, dimker A = n —1 > 1 :0 estvaleur propre et
dim Bo(A) = n —1.Deplus, AU = U(VTU) = tr(A)U avec UF0: U est
vecteur propre pour tr{d).

Si tr(A)# 0, les multiplicités vérifient m(0) > dim Eg(4) = n —1 et mftr 4) > 1.
Leur somme ne dépasse pas T+ = deg X 4 » donc les deux inégalités sont des egalités, et
X, = X"7HX —tr 4).

Si tr{A} = 0 ,alors 42 — g: A estnilpotente et Xg = x" d'apres l'exercice 4, ce
qui est encore X”_l{}f —tr A) .

Dans tous les cas, X, = X”_l(X — tr{A}) :

d. si tr(A)# 0, X4 estscindéet dim Eg=n—-1=m(0),
dim Fy; 4 =1 = mitr A) : A estdiagonalisable d'aprés le critére. Si tr(d) = 0, Ia
seule valeur propre est 0 ; une matrice diagonalisable serait alors semblable a la matrice nulle, donc
nulle, ce qui contredit rg A = 1. Ainsi A est diagonalisable si et seulement si

tr(d) # 0.

e. Leslignesde ' sont proportionnellesa (1,2,3) et C ?é 0,donc rg C = 1.Deplus
trC =144-3 =2 ?é 0. C estdiagonalisable, avec x -~ = XE{X — 2). De
méme, I} estderanglet %r I} = (. IJ} n'est pas diagonalisable, et Xp = X2 .

Baréme : a) 1 point ; b) 1 point: 0,5 pour V' T§{7 = tr A, 0,5pour A2 ;c) 1,5 point: 0,5 pour
dim Fg et AILJ, 0,5 pour chaque cas ; d) 1 point : 0,5 pour chaque sens ; e) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : diagonalisation, trigonalisation et

nilpotents



https://mathovore.fr/controle-maths-spe-diagonalisation-trigonalisation-nilpotents

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Diagonalisation et trigonalisation » en
maths spé puis entrainez-vous avec les exercices corrigés diagonalisation et trigonalisation.

Retrouvez tous les controles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres contréles de maths spé sur ce theme

e Contrble de maths spé : DS de réduction des endomorphismes

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/diagonalisation-trigonalisation-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/diagonalisation-trigonalisation-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/diagonalisation-trigonalisation-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/controle-maths-spe
https://mathovore.fr/controle-maths-spe
https://mathovore.fr/devoirs-surveilles-maths
https://mathovore.fr/controle-maths-spe-ds-reduction-endomorphismes
https://mathovore.fr

