Corrigés des contréles de maths spé

Corrigé du controle de maths spé : compacite,
connexité par arcs, dimension finie

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : bornes atteintes et dimension finie 4 points
Exercice 2 : Compacité de O_n(R) et distance a un fermé 4 points
Exercice 3 : Connexité par arcs des groupes linéaires 5 points
Exercice 4 : Théoreme de Heine sur des exemples 3 points
Exercice 5 : Probleme : composantes connexes par arcs des projecteurs 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : bornes atteintes et dimension

finie (4 points)

a. Enoncé. Si K est une partie compacte non vide d'un espace norméetsi f: K — R est
continue, alors f est bornée et atteint ses bornes : il existe Zg; £1 € K tels que

flzg) =inf f o flo1) = Syfpf.

f est bornée. Sinon, pourtout k € N, ilexiste Ty € K telque [f(xy)| = & . Par
compacité, une suite extraite {fg(;ﬂ:‘ converge vers £ € K .Parcontinuité de f en £,
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f':$g(;;):' — f(€), alors que |f':$g(;;jj'| > o(k) =2 k tendvers —+co : c'est absurde.

La borne supérieure est atteinte. Soit ¥ = SEP f, qui existe car F{E) estnon vide et
majoré. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe Ty € K tel que
1 , .
M -5 < flzy) E M . Une suite extraite (ﬁg(;ﬂ) converge vers Ty € A et par
continuité f':fl} = lim f(ﬂfg(;:j:' = M 0n traite la borne inférieure de méme, avec —f .

Le théoreme est démontré.

b. Pour = = Z T e, I'inégalité triangulaire et I'homogénéité donnent :

N(z) < Zn:l o N(e) < € Noo(w), €= Y N(e;) > 0.

Ensuite, |IN{z) — N{v)| € N{z —y) € C Nz —y): N est C -lipschitzienne, donc
continue sur {E, N o) .

La sphére & est compacte et non vide (elle contient €1 ). D'aprésa), IV atteintsur § un
minimum 7. = Nl::t?,j:l avec Ty € 5. Comme Ly ?é 0, la séparation donne m = 0.

Pour = ?é 0, le vecteur N_;(ﬂ appartienta 5 , donc N(N;(ﬂ) = M, soit

N(x) > m N o, (x) ; c'estencore vrai pour = = 0.

Théoréme : sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes (chacune est équivalente 8 IV ., et I'équivalence est transitive).

Baréme : a) 0,5 point pour I'énoncé, 0,75 point pour le caractére borné, 0,75 point pour la borne atteinte ;
b) 0,5 point pour la constante (', 0,5 point pour la continuité, 0,75 point pour la minoration, 0,25 point
pour I'énoncé du théoreme.



Exercice 2 : Compacité de O _n(R) et distance a un fermé (4

points)

a. L'application ¢ : M — MT M estcontinue : le coefficient (3, 7) de pg7T Af vaut
Z}:: Megi k5, polynomial en les coefficients de M . Ainsi Oy (R) = @~ 1({I,}) est

fermé, comme image réciproque d'un fermé.

o 2 _
Si M € O,(R), le coefficient diagonal (7, 7) de  pAgT Ag donne Z Mm% =1 donc
T
|mﬁ-j—| <1 pourtous #, 7 : IMI<1,et On(R) estborné,

En dimension finie, une partie fermée et bornée est compacte : (.,,(FK) est compact.

b. Soit Tg € F' et T = |& = Tg| L'ensemble K = F M Bf(a,r) estfermé (intersection de
deux fermés), borné, et contient %. En dimension finie, il est donc compact et non vide.
L'application & —+ I1& — Z| est 1-lipschitzienne, donc continue. Par le théoreme des bornes
atteintes, elle admet sur & un minimum en un point & .

Pour £ € F\ K ,ona 1a—x1>r > la —bl, puisque £y € K . Donc
la — &l < 1@ — zi pourtout = € F.Ainsi la —bl = d{a, F') avec b e F.

c. L'application {2 — tr(A £2) estlinéaire sur I'espace de dimension finie M., (R}, donc
continue. La partie O, (R} est compacte d'aprés a), et non vide car elle contient I, . Par le
théoréme des bornes atteintes, le maximum existe et il est atteintenun 7y € O,(R).

Bareme : a) 0,5 point pour le fermé, 0,5 point pour le borné, 0,5 point pour la conclusion citée ; b) 0,75
point pour le compact K , 0,75 point pour la comparaison hors de K ; ¢) 1 point.
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Erreur fréquente : appliquer directement les bornes atteintes sur F', qui n'est pas borné ; il faut
d'abord se restreindre a une boule.

Exercice 3 : Connexité par arcs des groupes linéaires (5 points)

a. Les coefficients de (1 — z) A + z B sont des fonctions affines de z. D'aprés la formule du
déterminant, somme de produits de coefficients, £ est une fonction polynomiale de degré au plus
n.Deplus, P(0) = det A+ 0et P(I) = det B+ 0. Lepolynéme P est donc non nul

il aun ensemble fini 2 de racines, qui ne contientni 0 ni 1.

Pour a & [, le chemin ’}’a{f:' =t+tat(l—1) estcontinu, avec ’}‘Q{D} =0 et
’}’alil} =1.Sit z =x+2y € Z .Léqalité ’}’a{ﬁ} = Z impose t = x (parties

réelles), pus ¥ = ez (1 —x).Si = € {0,1}, cela donnerait 2 € {0, 1}, exclu. Sinon, cela

impose @& = ﬁ . Chaque racine interdit donc au plus une valeur de @«.Comme % est

fini, on peut choisir o hors de ces valeurs : alors ¥, évite Z .

0.4 -

chemin y(t) =t+iat(l —t)
——- segment [0, 1] (3 éviter)

0.3
X racines de P

0.2 1

0.1 -

partie imaginaire

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
partie réelle



On pose enfin I'(t) = (1 — ’}’a':f:l:l A+ ’}’a{ﬁ} B . Cette application est continue de [0, 1]
dans M, (C),avec I'(0) = A et I'(]) = B .Deplus, det I'(t) = Py _(t) £0,
donc I' estavaleursdans GL,(C).Deux matrices inversibles complexes sont toujours
reliées par un chemin continu: GUL,(C) est connexe par arcs.

b. Le déterminant est continu (polynomial en les coefficients). Soit I} la matrice diagonale de
coefficients —1,1,...,1, inversible. Supposons qu'un chemin continu ¥ relie I, a I dans
G L, (R) . La fonction réelle  det o -y est continue sur l'intervalle [0,1],vaut 1 en 0O et
—1 en 1.D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, elle s'annule en un point  Z( : alors
() n'est pas inversible, ce qui est absurde. Donc  G'L,, (R} n'est pas connexe par arcs.

Dans le cas complexe, I'argument ne s'applique pas: (™ est lui-méme connexe par arcs.

c. Soient a,b € X et y:[0,1] = X unchemincontinude @ & } . La fonction
g = f oy estcontinuesur [0,1],a valeurs entieres. Si {0} < g(1), le théoréme des
valeurs intermédiaires fournit % tel que g{t) = g([j} + % , qQui n'est pas entier : c'est absurde.

De mémesi g{0) > g(1).Donc f(a) = g{0) = ¢(1) = f(b).La fonction f est
constante.

Bareme : a) 0,5 point pour le polynéme non nul, 1 point pour le choix de ¢, 1 point pour le chemin dans
G Ly, (C) ;b) 0,5 point pour la continuité du déterminant, 1 point pour I'argument des valeurs
intermédiaires ; c) 1 point.

Exercice 4 : Théoreme de Heine sur des exemples (3 points)

a. Théoreme de Heine : toute application continue sur une partie compacte d'un espace normé, a
valeurs dans un espace normé, y est uniformément continue. Le segment [0, 1] est un fermé
borné de [, donc compact, et la racine carrée y est continue. Elle est donc uniformément
continue sur [0, 1].
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b. Par symétrie, on suppose 0 < y < x. Alors:

(I+@m=79)=z+2/y(z —y) > =

La racine carrée étant croissante, vT < yU + JT — ¥ ,d'ol
IV —yg| = v& — 7 < |z —yl.

Soit e>0 et n=c¢2.Si |¢—vy| <7, alors VT —F|<e.La racine carrée est donc
uniformément continue sur [0, +0o[ tout entier : la compacité est une condition suffisante,
mais pas nécessaire.

1 — 1 ,
c. Posons x; = }g-|-1E et Yp = k pour k > 1.Alors |$k"_yk| = ¢ — 0, tandis que
23— £
T yk_2+k9:jg'

Si la fonction carré était uniformément continue, il existerait, pour & = 1,un 1 =0 tel que
|:1: - y| <N = |$3 - y3| <1.Pour k> % on aurait donc |:t?% - y%| <1, ce qui contredit

la minoration par 2. La fonction carré n'est pas uniformément continue sur [.

Bareme : a) 0,5 point pour I'énoncé, 0,5 point pour I'application ; b) 0,5 point pour I'inégalité, 0,5 point
pour la conclusion ; ¢) 1 point.

Exercice 5 : Probleme : composantes connexes par arcs des

projecteurs (4 points)

a. L'application } : M — AF< — A4 est continue (coefficients polynomiaux), donc



P = h_lli{[]]:l est fermé.

Soit M € P . Le polyndme X2_x =X {X — ]_:l annule A4 etil est scindé a racines

simples. Donc M est diagonalisable, de spectre inclus dans {0, 1} . Quitte & réordonner la base

de diagonalisation, Af est semblable & une matrice f, . Le rang étant invariant par similitude,
r=rgJd,=rgM Enfin trM =trJ, =r=rg M.

.Si @ € GLy(C),alos (T, Q@ )Y =0i2g-l=07,Q et
rg(@ J, Q_l} — r : cette matrice est dans P, . L'inclusion réciproque est la question a).
Donc P, = [Q J,Q ¢ s GLn(ﬂ('E)} i

L'application @ — @1 = de%q} Com{Q}T est continue sur G L, (C) : ses coefficients

sont des quotients de polynémes en les coefficients, a dénominateur non nul. Le produit matriciel
étant continu, :Q — Q J,. Q_l est continue.

Soient M = T.EJ{QD} et M1 = T.JJ(QI} dans P, .D'aprés |'exercice 3, un chemin continu
Y relie €y a € dans GL,(C) . Alrs 1 oy estunchemincontinude Mg & M
, avaleursdans P, .Ainsi P, estconnexe par arcs.

. D'apres a), ’PT = PN tr_l{{f“}). La trace est linéaire en dimension finie, donc continue.
'PT est donc fermé, comme intersection de deux fermés.

Pour r = 0, une matrice semblable 8 0 estnulle, donc Pg = {0} .Pour r = 7, une
matrice semblable a8 I, vaut I, ,donc P, = {In}.Cesdeux ensembles sont compacts.

Pour 1 <r <n-—1,posons My =J,.+tF{,.0na J,Fiy =Fiy (car L <r
), E1n Sy = 0 (carlacolonne 1 de J, estnulle, puisque 71 = 7)et E%n = [ . Donc
ME =J,.+tE, = Mpet trMy=r: M;c P, Comme |M;| tendvers

+oo avec [t[, P, n'estpas borné, donc pas compact.

Conclusion: P, est compact si et seulementsi r =0 ou © = n.
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d. Soit ¥ un chemin continu dans 7P reliant un élémentde P, aunélémentde P .la
fonction tr oy estcontinue sur [0, 1], qui est connexe par arcs, et elle est & valeurs entiéres
d'apres a). D'aprées I'exercice 3 c), elle est constante, donc © = 5.

Chaque composante connexe par arcs de F est donc incluse dans un 'PT . Or 'PT est
connexe par arcs d'aprés b). Les composantes connexes par arcs de 7 sont exactement

Poy- - P

Baréme : a) 0,25 point pour le fermé, 0,5 point pour la réduction, 0,25 point pour la trace ; b) 0,5 point
pour I'égalité d'ensembles, 0,5 point pour la continuité de 0, 0,5 point pour le chemin ; ¢) 0,25 point
pour le fermé, 0,25 point pour * € {0, n}, 0,5 point pour le contre-exemple ; d) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : compacité, connexité par arcs,

dimension finie

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Compacité et connexité par arcs » en
maths spé puis entrainez-vous avec les exercices corrigés compacité et connexité par arcs.

Retrouvez tous les contrdoles de maths spé classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.
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