Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : tribus, mesures et
fonctions mesurables

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours, continuité monotone d'une mesure 4 points
Exercice 2 : Une tribu engendrée finie 4 points
Exercice 3 : Générateurs de la tribu borélienne 4 points
Exercice 4 : Mesurabilité du sup et de la limite supérieure 3 points
Exercice 5 : Probleme, ensembles négligeables et ensemble de Cantor 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours, continuité monotone d'une

mesure (4 points)

a. Onpose Cp = Agetpour n>1, Cp, = A, "\ A,_1.Cesensemblessontdans A,
car une tribu est stable par différence. Ils sont deux a deux disjoints : si & <« n,ona
CpC A C A, 1, tandisque 'y nerencontre pas A,_1 .Parrécurrence,

n
U Cr = Ay, donc aussi U Cp = U Ay | La sigma-additivité donne alors
E=0 " "

400 n
u(gj An) = kz_:o p(Cy) =, lim kz_:o p(Cy) = lim pu(Ay,),
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la derniere égalité venant de I'additivité finie. La mesure est continue le long des suites
croissantes, sans hypothése de finitude.

b. Onpose A, = Bg\ B, :c'est une suite croissante d'éléments de .4 , de réunion
Bg \ m By, comme By, C Bpet u(Bg)<+co,ona
m

plAy) = u(Bg) — u(By), et de méme I—*(BD \ Q Bn) = u(Bo) - H(Q Bn) :
La question a) donne donc  #(B0) — H(Q Bn) = u(Bo) —lim 4By} comme w(Bp)

est fini, on peut simplifier : P‘(m Bn) = 11?131 p(Bn)
)

c. Pourtout n, A[n, +oo[) = Al[n, n+p]) = p pourtout entier F, donc
A(By) = oo . En revanche, aucun réel n'est supérieur  tous les entiers, donc

m Bp =10 }l(m Bn) =0 ?é 100 'hypothése w(Bp) < +oo n'est pas
m m

satisfaite : elle est donc indispensable.

Baréme : a) 2 points : 1 point pour la construction des ensembles disjoints, 1 point pour le passage a la
limite ; b) 1 point, dont 0,5 pour I'usage explicite de la finitude ; ¢) 1 point : 0,5 pour les deux mesures, 0,5
pour I'hypothése identifiée.

Exercice 2 : Une tribu engendrée finie (4 points)

a. Une tribu est stable par complémentaire et par intersection finie. On écritdonc {1} = A N Bt
2l=ANB, Bl=BnA"e [456}=(AU B)c . Ces quatre parties,
appelées atomes, sont dans 7 .

b. Les quatre atomes sont non vides, deux a deux disjoints, et leur réunion est {2 : ils forment une
partition de {7 .

D'abord, i (réunion vide) et {2 (réunion des quatre) sont dans {I{ . Ensuite, le complémentaire
d'une réunion d'atomes est la réunion des autres atomes, puisqu'ils forment une partition : Z{ est
stable par complémentaire. Enfin, I{ est finie, donc une réunion dénombrable d'éléments de If
est une réunion finie de réunions d'atomes, encore dans I{ . Ainsi I{ est une tribu.

Elle contient A = {1} U {2} et B = {2} U {3}, donc elle contient la plus petite tribu qui les



contient: “J- ¢ I4 . Réciproquement, par a), les atomes sont dans “J~, qui est stable par
réunion, donc If ¢ J .Ainsi T = I{ . Deux sous-familles distinctes d'atomes donnent deux
réunions distinctes (atomes disjoints et non vides), donc card T = 24 — 16 .

c. Comme {7 estfini, f est 7 -mesurable si et seulement si f_l({y]j € T pour tout réel
Y, c'est-a-diresi [ est constante sur chaque atome.

Pour  flw) = (w - 2}2,on a fl4) =4et f(5) =19 : f nestpasconstante sur
{4,5,6}, et f_l( 4h = {4} ¢ T . Cette fonction n'est pas mesurable.

Pour f{m} = min{m, 4} , les valeurs sont 1, 2, 3 sur les trois premiers atomes et 4 sur
{4, 5,6} . Cette fonction est mesurable.

Baréme : a) 1 point (0,25 par atome) ; b) 2 points : 1 point pour la preuve que {4 est une tribu, 0,5 pour
la double inclusion, 0,5 pour le cardinal ; ¢) 1 point (0,5 par fonction, avec justification).

Erreur fréquente : ajouter seulement A M B, A |J B etles complémentaires sans vérifier la
stabilité ; la description par les atomes évite tout oubli.

Exercice 3 : Générateurs de la tribu borélienne (4 points)

a. Pour tout réel @, le complémentaire de ]—co, @ est I'ouvert Ja, +oo[ . Donc ]—oo, a] est
fermé, par conséquent borélien. Ainsi B{[R:l est une tribu qui contient tous les générateurs de (.
Par minimalité de la tribu engendrée, C C B(R).

_ l]
b. Ona ]_m:b[— Ul]_m!b_ﬂ .Eneffet,si x= < b, alors 1;:::.5_% des que
n > -

n o= ﬁ C'est une réunion dénombrable d'éléments de €, donc ]—oo, b € C . Ensuite,

la, B[ = ]—oo0,b[ N (]—co, a,]:lc, intersection de deux éléments de C.Donc Ja,b[ € C.
c. Soit « € UJ.Comme UJ estouvert,ilexiste =0 telque |z —nz +r[ C U . Par

densité de Q dans R,onchoisit p € QN Je —nz[ et g € QN ]z, & + . Alors
z € |p,gl C U.Donc U estlaréuniondes |p,q[ inclusdans ©7, & bornes rationnelles.
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Or QE est dénombrable : cette réunion est dénombrable. D'apres b), chaque ]p, q[ estdans
,donc U7 € C.Llatribu C contient ainsi tous les ouverts, donc B{R) C C. Avec a),
C = B(R).

Baréme : a) 1 point ; b) 1,5 point : 1 point pour la réunion dénombrable justifiée, 0,5 pour l'intervalle
ouvert ; ¢) 1,5 point : 0,5 pour I'usage de la densité, 0,5 pour la dénombrabilité, 0,5 pour la conclusion.

Exercice 4 : Mesurabilité du sup et de la limite supérieure (3

points)

a. Pourtoutréel @,ona S%P fﬂ'(ﬂ?:' < @ sjet seulement si fn{ﬂ?} < @& pourtout 7.Ainsi

g7 ([~c0,a]) = (] f,'(]-c0,al).

n > 0

C'est une intersection dénombrable d'éléments de .4 , donc un élément de _A . Or il suffit de
tester la mesurabilité sur une famille génératrice de la tribu d'arrivée. Donc Z est mesurable.

1 ] — —_ H = SU‘
. D'abord, 11,}1f fn SUP ( fn:' est mesurable. Ensuite, I E Epn fk" est mesurable
par a), et llmgup fﬂ = 11;11f 9,, est donc mesurable. De méme,

liminf f = —limsup (=f,) est mesurable.

Notons & = 11”}5“? fn et €= liﬂ};lﬂf fn . La suite converge dans [ si et seulement si
¢ = I avec une valeur finie. Comme £ < I toujours, et grace a la densité de @ :
c

C=( ] tt<rinir<L)} n(L <400} N {£>—00).
r e @

Tous ces ensembles sont dans 4 , et la réunion est dénombrable: & = A .

. Soit V" unouvertde R.Alors (A o fﬂ}_l{V} = fﬂ_l(h_l{V}). Par continuité de A,
h_l{V} est ouvert, donc borélien, et son image réciproque par f,j estdans 4 . Les ouverts
engendrant B(R), f o f est mesurable. Les fonctions t — [t| et ¢ — max(t,0)



sont continues, donc |f,j| et fa_ sont mesurables.

Baréme : a) 1 point ; b) 1 point : 0,5 pour la limite supérieure et la limite inférieure, 0,5 pour I'ensemble de
convergence ; ¢) 1 point : 0,5 pour la composition, 0,5 pour les applications.

Exercice 5 : Probleme, ensembles négligeables et ensemble de

Cantor (5 points)

a. Pour tout rationnel ¢, ona A{{g}) = A(Jg,q]) = 0.0r Q estdénombrable, et il s'écrit
comme réunion disjointe dénombrable des singletons {g} . Par sigma-additivité,

AQ) = Z 0=0 @} est négligeable.
g ERQ

b. On montre par récurrence que K41 C Ay  Aurang0, Kq = [D, %} U [%! 1} C [0,1].
Supposons ensuite K p+4+1 C Ky . Alors ]E-H.n+1 C %H’ﬂ et
% ol % Kpi1 C % + % K, dou Kp4y C Kpy1. Lasuite (K ) est décroissante.

Par ailleurs, K ,, est réunion disjointe de 2™ intervalles de longueur 3~ ™, donc, par additivité,

ME) =2"x3" = @ﬂ
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0,8 -

(2/3)"

0,6

0,4 A

A(Kn)

0,2 -

c. Chaque H,, est fermé, comme réunion finie de segments. Donc K est fermé, comme
intersection de fermés, et borné car inclus dans [D, ] : c'est un compact. De plus, [ appartient a
tous les K , (choisir tous les @ nuls), donc K # 1. Enfin, la suite (K ,,) est décroissante
et A{K ) = 1< +oo. La continuité décroissante de I'exercice 1 donne donc

AE) = lim (g)‘”‘ — 0.

i)
_ — —k
d. Fixons 7.0n écrit ¥(a) = s, + 7y, avec Sp = Z a3 % et Tn = k; ap 3%
=1 n

—k _ 77 —
or Dirnikg 2X37F =37 pnsi #(@) € [sp,5q +3 "] C K, . Cecivaut
n
pourtout 1, donc ¥(a) € K .

Soient ensuite a ?é b, et m le premier indice ou elles différent, avec par exemple @y, = 2
et by, = 0. Alors
F(a)—B(b)=2x3 "+ Y (a—bp)3F>2x3" - Y 2x3F=3"
k>m k>m

m

> 0.

Donc < est injective. Or I'ensemble {D, 2}["4* est en bijection avec ’P{[M*} , qui n'est pas
dénombrable (théoreme de Cantor). Par conséquent, & n'est pas dénombrable, bien qu'il
soit négligeable : la réciproque de la question a) est fausse.

e. Supposons que [r:!{, ,3] C K avec o < 5. Parcroissance de la mesure,
B —a = A[a, B]) < A(K) = 0, ce qui est absurde. Donc K ne contient aucun
intervalle non trivial : il est d'intérieur vide.



Baréme : a) 1 point; b) 1 point : 0,5 pour la décroissance, 0,5 pour la mesure ; ¢) 1 point : 0,5 pour la
compacité et la non-vacuité, 0,5 pour la continuité décroissante avec hypothése de finitude citée ; d) 1
point : 0,5 pour I'appartenance, 0,5 pour l'injectivité et la conclusion ; e) 1 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : tribus, mesures et fonctions
mesurables

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Tribus et mesures » en L3 puis entrainez-
Vous avec les exercices corrigés tribus et mesures.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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