Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : résidus et calcul
d'intégrales réelles

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : singularités et théoreme des résidus 3 points
Exercice 2 : Singularités, séries de Laurent et résidus 4 points
Exercice 3 : Intégrale d'une fraction rationnelle sur la droite réelle 4 points
Exercice 4 : Deux autres intégrales réelles 4 points
Exercice 5 : Probleme : nombre de zéros par le théoréme de Rouché 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : singularités et théoreme des
résidus (3 points)

a. Lasingularité o est effacablesi ¢, = 0 pourtout m < (J.C'estun podle d'ordre m > 1
Si  Cap ?é 0 et ¢, = 0 pourtout 71 < —m . C'est une singularité essentielle si
Coy ?é 0 pour une infinité d'indices n < 0.

Lerésidude f en @ estle coefficient €_71 : Res(fia) = c_;.
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b. Théoréme des résidus. Soit {J un ouvert simplement connexe de C, soient %1s- - %p des
pointsde &7 et f holomorphe sur T {6&1, fs4.. 0} G&p} . Soit ¥ un lacet simple de ¥
, orienté dans le sens direct, qui ne passe par aucun % . Alors :

f f(z)dz = 2inm Z Res(f, a,).

0% ap int[?7][?]rieur [7][7] vy

c. Comme Afa) = 0, onpeutécrire h{z) = (z—a)h1(z) avec k1 holomorphe au voisinage de
a et hi{@) = A'(a) £ 0. Ainsi, prés de @ :

La fonction ¢ = g/h] est holomorphe présde @, et @) = g(a}fhf{a} ?é 0 .En
développant % en série entiere, on obtient la série de Laurent de gjh : son seul terme d'indice
gla)

hia)

négatif est ¢ (a) {z—a)_l .Donc @ estun pdle simple et Res(g/h,a) =

Baréme : a) 0,5 point pour les trois définitions, 0,5 point pour le résidu ; b) 1 point (hypothéses sur
I'ouvert, le lacet et les points exigées) ; ¢) 0,5 point pour la factorisation de # , 0,5 point pour la
conclusion.

Exercice 2 : Singularités, séries de Laurent et résidus (4 points)

§lN 2 (—1)" z2n z2 | =%
a. Pour =z ?‘3 O,ona "= = Z (2n+il — 1 - 6 T190 — - - - . Aucun coefficient
n >0

d'indice négatif n'est non nul. Don: 0 est une singularité effacable, et la fonction se prolonge
par 1 en 1.



1/z _ 1
Ensuite, pour tout =z ?é 0, € - ;D n! 2% C'est la série de Laurent sur ™. Tous les
mn
coefficients ¢_,, = # sont non nuls. Donc [ est une singularité essentielle de 51;"3.

Enfin, Res(elf'rz] [:Ijl =c_y = 1.

b. Sur 0 <|z| <l.Onécrit f(z) = Ly ﬁ .Comme |2| <1, la série géométrique
converge :
1 1
f(z) = —3 E 2" = —3—1—2— 22—

|| > 1. Cettefois [1/z| <1.0nécritdonc f{z) = ﬁ X 1—11f3 , d'ou :

1 1 1 1
f(z) = Z otz =2t toat

Les deux développements different car ils sont valables sur deux couronnes distinctes. En effet, le
pOle 1 les sépare. L'unicité de la série de Laurent ne vaut que sur une couronne donnée.

_3'2 e
¢. D'abord, z? E Z}:D n! . L'exposantvaut —1 pour n = 3.Donc
n
1/= 1 1
Res(z2e / ,0) =3 =3

(z—2)2(z+1)? a un pole double en 3 . Le résidu vaut la dérivee en 3 de

Ensuite, (zg}i-ljg =
W(z) = (z42)72.0r ' (z) = —2(z+1)"2, donc:

Res
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Baréme : a) 0,5 point pour sin z f Z, 0,5 point pour la nature de Elfz, 0,5 point pour son résidu ; b)
0,5 point par développement, 0,5 point pour I'explication ; c) 0,5 point par résidu.

Exercice 3 : Intégrale d'une fraction rationnelle sur la droite

réelle (4 points)

a. Lafonction = — est continue et positive sur [ . De plus, elle est majorée par ﬁ pour

1
144
|£| = 1. Par comparaison & une intégrale de Riemann, I converge.

Les pbles de f sont les solutions de 4 — _] = e, soit Zyp = E?‘:[TFH +kn/2) pour

k € {0,123} . Ce sont des poles simples, car la dérivée 4 3 du dénominateur ne s'annule pas
en €.

Pour R =1, aucun pble n'est réel ni de module R . Les pdles intérieursa ¥ g sont ceux du

demi-plan supérieur : zg = E"":”TM et z = ESé?r,ff-l .
Par la formule de I'exercice 1 c), et comme zg = -1:
Res(f, = )—L_i__ﬁ
Tk 4z3 T 4z} 4

b. La fonction [ est holomorphe sur € privé de quatre points, et ¥ g est un lacet simple direct.
Le théoreme des résidus donne donc :

f(2)dz = 2im x (—%TW)

TR



or 30+31:( +33 (

flz)dz = 2am x —
Tr

wla

) = 23/2 . Ainsi,

|=‘|
<3 wl“w

c. sur I'p,ona |z| = R.Linégalité triangulaire donne alors

L+ z%| = |,2:|4 —1 = R%*—-1>0.Deplus, lalongueurde I'g; vaut 7 R .Par
I'inégalité de la longueur :

.
f(z)dz SWRXR—4_1R—}+DO]O,
I'p

R
Par ailleurs dz_ _ m/2 _ f(z)dz.Comme I converge, on fait tendre R vers
' T4z2 = 2 : :
—K

I'g
oo

ey
I

m““*
~

P

Donc [

il

Erreur fréquente : compter les quatre pdles dans la somme des résidus. Seuls les p6les intérieurs au
contour interviennent.

Baréme : a) 0,5 point pour la convergence, 0,5 point pour les péles intérieurs, 0,5 point pour les résidus
b) 1 point ; ¢) 1 point pour la majoration rédigée de I'arc, 0,5 point pour la conclusion
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Exercice 4 : Deux autres intégrales réelles (4 points)

a. Le cercle unité est paramétré par » — g0, 8 € [0,27]. Alors coz8 = %(z 4 %) et

dz = 2z d& . Par conséquent :

__ 1 dz _ 2 dz
J = X — : —
1 1 1z tze+4z +1
2+5lz+3
z|=1 z|=1
lesracinesde z2 4+ 4z +1sont zy = —2+V3et z_ = -2-V3.0r
|z | =2-V3<let |z_| =2+V3>1.5eul Z4 estintérieur au cercle.
—2-V3
0 X
-1 1
4 -3 -2 -1 0 1

H
e LB
i
S

1 L L
=5 Le théoreme des résidus

A , - 2
Z 4., L
Le pole <4 estsimple, de residu L X FL— 7 53

donne alors :

‘H

J = 2471 X

S
I
SN



Donc J = %.Contréle : I'intégrande est compris entre 1 et 1,donc .J estentre an et

3 3
29T .

b. La fonction g a deux pdles simples, 1 et

—3.Pour R =>1,seul 3 estintérieura ¥ pg.Par
la formule g{a}/hf{a}:

. X 8 -1 . -1
Res(g,1) = 53~ = Sy donc / g9(z)dz = 2im x g7 = &
TR
Majoration de l'arc. Pour » — Rett avec t € [0,7],0na |Ef-£z| — e—Rsint <1, car

sint > 0.Deplus |22 +1| > B2 -1 .Ainsi:

.
g(z)dz S?TRXR—Q_IR—}+DO]O,
I'p

E

R
Donc 2% Jx tendvers Z.0n prend la partie réelle : cos 4
241 €
—K

T .
5 1da::—> z - Enfin, K
—K

|cos x| 1
converge absolument, car

T4l = ri41

.Donc K = I.

; . CO8 . p . 2
Erreur fréquente : travailler avec 2241 Cette fonction n'est pas bornée sur le demi-plan supérieur,
car |cos(zy)| = ch . L'arc ne tend alors pas vers 0.

Bareme : a) 0,5 point pour le changement de variable, 0,5 point pour le dessin et le péle intérieur, 1 point

pour le résidu et la valeur ; b) 0,5 point pour le résidu, 1 point pour la majoration de I'arc, 0,5 point pour la
conclusion.
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Exercice 5 : Probleme : nombre de zéros par le théoreme de
Rouché (5 points)

a. Théoréme de Rouché. Soient [ et & holomorphes sur un ouvert contenant le disque fermé
D(a,r) . Onsuppose que |f(z) — g(z)| < |f(z)| pourtout z ducercle |z —a| = r.Alrs
f et @ ontle méme nombre de zéros, comptés avec multiplicité, dans le disque ouvert D{a,f}

b. Onpose f(z) = —6z2.Alors P(z) — f(z) = 2> +2 .Pour |z =1,0na:

1P(z) — f(2)| < |zI°+2 =3<6 = |f(2)l

Par le théoréme de Rouché, P a autant de zéros que —gz2 dans (0,1}, soit deux zéros
(le zéro double 0). De plus, pour |z| =1, |P(z)| = |f(z)| - |P(z) — f(z)| 26 -3 = 3.
Donc P ne s'annule pas sur le cercle unité.

c. On compare cette fois P a z5.Pour |z| = 2 :
|P(2) — 2% = |-622 + 2| < 6 x4 +2=26<32=|z9.

Ainsi P acinq zéros dans (0,2}, comme »5.0r P estdedegré5: tous ses zéros sont
dans D(0,2) . Aucun n'est sur le cercle unité, d'aprés b). Donc la couronne 1 < |z| < 2
contient 5 —2 = 3 zérosde P.

d. Zéros du disque unité. La fonction I est continue sur [.Or
P(-)=-1-6+2=-5, PO)=2e PO =1-6+2= -3 parle
théoréme des valeurs intermédiaires, P s'annule dans ]|—1,0[ etdans ]0,1[ . Ce sont deux
zéros distincts de  D{0,1) . Comme (0,1} en contient exactement deux, ce sont deux zéros
réels et simples.



Zéros réels de la couronne. Pour = € |-2, —1[ ,ona z5<(0et —6x2++2<—4,
donc P(r)<0.Pour = € [1,2], P(x) = bz% — 122 = (553 — 12). Cette dérivée
sannuleen g, = {12/5}”3 ,quiestdans ]I, 2[ car 1<12/5 <8 .

Ainsi P décroit sur [1, ] et croit strictement sur [T, 2]. Comme P(1) = —3,0na
P <0 sur [1,7p]. Ensuite, P(2) = 32 —24 +2 = 10> 0. La stricte monotonie donne
donc un seul zéro dans ]:ED, 2[ . La couronne contient donc exactement un zéro réel.

Conclusion. Les deux derniers zéros de la couronne ne sont pas réels. Comme P esta
coefficients réels, P{E} = P{g} . Par conséquent, ces deux zéros sont complexes
conjugués, de module compris entre 1 et 2.

2_
°
1-
0 S
_1-
°
_2-
—2 -1 0 1 2
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Baréme : a) 1 point (hypothése d'inégalité stricte sur le cercle exigée) ; b) 1 point pour Rouché sur le
cercle unité, 0,5 point pour I'absence de zéro sur le cercle ; c) 0,5 point pour Rouché sur le cercle de rayon
2, 0,5 point pour le décompte dans la couronne ; d) 0,5 point pour les zéros du disque, 0,5 point pour le
zéro réel unique de la couronne, 0,5 point pour la conjugaison.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : résidus et calcul d'intégrales réelles

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Théoreme des résidus » en L3 puis

entrainez-vous avec les exercices corrigés théoreme des résidus.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la

page contréles de maths du CP au post-bac.
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