Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : réduction de
Jordan et déecomposition de Dunford

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : unicité de la décomposition de Dunford 3 points
Exercice 2 : Décomposition de Dunford d'une matrice 3x3 5 points
Exercice 3 : Base duale et transposée 3 points
Exercice 4 : Réduction de Jordan d'un nilpotent 4x4 5 points
Exercice 5 : Probleme : exponentielle de matrice et systeme différentiel 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : unicité de la décomposition de
Dunford (3 points)

a. Décomposition de Dunford. Il existe un unique couple {d, n:l d'endomorphismes de E! tel
que d soit diagonalisable, 7 nilpotent, ©w = d +n et don = nod.Deplus, d et n
sont des polynémes en . Le résultat vaut sur C, ou le polyndme caractéristique est scindé.

b. Soit v diagonalisable et nilpotent, avec ¢k = (.S v(r) = Az avec =z % 0, alors
3k - = p,donc X = 0. Toutes les valeurs propres de ¥ sont nulles. Comme v est
diagonalisable, sa matrice dans une base de vecteurs propres est nulle. Donc v = [ .

Unicité. Supposons +, = d + n = d’ 4+ n/, avec d’ diagonalisable, ./ nilpotent et

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

d' n! = n!/ g’ Dabord, g/ commuteavec g’ 4+ n/ = 1, donc avec tout polynéme en
, en particulieravec g et 7..De méme, 7/ commuteavec o et 7.

Ona 4 — g’ = n/ — 5 . Deux endomorphismes diagonalisables qui commutent sont
codiagonalisables, donc 4§ — g4’ est diagonalisable. Ensuite, si 5P = »n/®? — 1, la formule du
binéme (valable car 7 et n/ commutent) montre que (n/ — ﬂ)gp — 0. Chaque terme
contient en effet p/k avec k& > p ou np2P—k avec Zp—k = p.

Ainsi 4 — g’ est diagonalisable et nilpotent, donc nul. Par conséquent 4 — 4’ et
——
n=mn.

Baréme : a) 1 point (dont 0,5 point pour la commutation) ; b) 0,5 point pour le lemme, 0,5 point pour la
commutation avec d et n, 1 point pour la conclusion (codiagonalisation et binéme).

Exercice 2 : Décomposition de Dunford d'une matrice 3x3 (5

points)

a. On remplace la ligne Ly par Ly — L3, ce qui ne change pas le déterminant :

2 1
—1 1 2 — A

On développe ensuite selon la premiére colonne :
det(A—XIg)=-A[(2=-N2-(A-D]-[200=-1)—=(2-N)]

Onobtient —A(X2 —534+5)— (31 —4) = -23 45328344 .or
(1-N@2-2)% = —23 4532 -8x +4.Donc x, = (X —1)(X —2).



-1 2 1
b. Ona A—IB:( 1 ) Le systéme se réduita —x + 2y +2 = 0 et
1

1

-1

—z4+y+z=0,dot y=0e z=x.Donc Ker(A —I3) = Vect((1,0,1)).
-2 21
Ensuite, A —2fq = _]1 1 . La troisieme ligne donne ¥ = ', puis la deuxieme
-1 1 0

donne z = 0.Donc Ker(A — 273) = Vect{(1,1,0)).

1 -1 0

.0 , dont le noyau est définipar £ = U . Donc
1 -1 0,0

Ker(A — 273)% = Vect((1,1,0), (0,0, 1))

Enfin, {A — 213)2 —

La valeur propre 2 est double, mais son sous-espace propre est de dimension 1. La matrice A
n'est donc pas diagonalisable.

c. Ondéveloppe: (X —2)? — (X —1)(X —3) = X2 -4X +4-X2 44X -3 = 1.

Par le lemme des noyaux, R2 = Ker(A — I3) @ Ker(4d — 213}2 . Posons
Py = (A — 21’3}2 et Py = —(A — F3){A —3I3) . Larelation de Bézout donne
Py + Py = I3 Parle théoréme de Cayley-Hamilton, (A — I3) P = }:A(A:l = 0 et
(A - 213}2 Py = 0.Ainsi Py estle projecteur sur Ker(A — I3) parallélement &
Ker(A — 213}2 ,et Py = I3 — Py estle projecteur associé.

1 -1 0 0

1 -1 0 —1

La partie diagonalisable vaut £ = 1~ By +2- By, et W =4 -D:

1 10 .
D=?0  N=1g ]
2101 9
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Vérifications. D'abord, I agit par 1 sur 1m Py etpar?2sur Im Pq :elle est diagonalisable.

-2 2 2
Ensuite, un calcul direct donne 2 — (.Enfin, DN = N D = (—Dﬁ % %) = 2N .
La décomposition de Dunford de 4 estdonc 4 = I} + V.

d. La matrice M = ([Hra@r?] %ﬁl%{lﬁ ,}) a deux valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.

Sa décomposition de Dunford est donc M = M + 0. Les deux matrices proposées ne

8 g %] ,}) dans un ordre et

commutent pas : leurs produits valent ([Hra@r?]
([Hra@r?] 8 % g ,}) dans l'autre. L'étudiant se trompe : il oublie la condition de

commutation.

Baréme : a) 1 point ; b) 1 point pour les trois noyaux, 0,5 point pour la non-diagonalisabilité ; c) 0,5 point
pour Bézout et le lemme des noyaux, 0,5 point pour les projecteurs, 1 point pour D et N avec les
vérifications ; d) 0,5 point.

Erreur fréquente : prendre pour D la diagonale d'une forme triangulaire de A, sans vérifier que D et N
commutent.

Exercice 3 : Base duale et transposée (3 points)

a. On cherche des polyndmes Ly, tels que f,fi'a(L{;.:l =1si g =5h et 0 sinon. Ce sont les
polynémes interpolateurs de Lagrange :

o= GEUED [ ) g, o XD

On vérifie par exemple  L,q(0) = LEE_EJ — 1, Li1(1) = 1et Ln(2) =1, lesautres

valeurs étant nulles.

Si €g¥y T €19 T<9®y = 0, onapplique cette forme a8 Ly eton obtient ¢, = 0 . La
famille est donc libre. Comme  dim B = dim B = 3 . c'est une base. Sa base antéduale



est (Lg, Ly, Lp) .

b. Par définition, tu([ﬂ?aphi?]m} = 4,0 U, cCest-a-dire P — P’{D} . Dans la base duale,

toute forme 1 s'écrit b= Z T'b(LJ"} (’Qj . On calcule donc les dérivées en 0 :
J

LB = EXE_ 3 , donc LEII:D:I = —% ;

L{ = —2X 42,donc L{(0) =2 ;

Lé — % , donc L’E{D} = —%.

Ainsi tu(p,) = —% o+ 2w ,— % (P SOIt, pourtout P € B :

—3P(0 4P(1) — P(2

Contrleavec P — X2 : % -0 = P’([j]}.

Bareme : a) 0,5 point pour les polynémes de Lagrange, 1 point pour la base et la base antéduale ; b) 0,5
point pour la définition de la transposée, 0,5 point pour les coefficients, 0,5 point pour la formule.

Exercice 4 : Réduction de Jordan d'un nilpotent 4x4 (5 points)

a. Le calcul donne
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-1
LY NP =0,
1

OooOOoO
OoOoOOO

D'abord, IV estderang 2 : ses deuxieme et quatrieme lignes sont indépendantes, la troisieme est

I'opposée de la deuxieme, et la premiere est I'opposée de la quatrieme. Par le théoreme du rang,
dim Ker N = 2 .Ontrouve Ker N = Vect{eq, (—1,0,-1,1)) .

Ensuite, 2 estderangl,donc dim Ker N2 = 3 .Enfin, Ker N3 = R2 . L'indice de

nilpotence vaut 3.

La ligne % du tableau de Young compte dim Ker N* — dim Ker IV5¥—1 cases, soit 2, puis

1, puis 1. Les colonnes ont pour hauteurs 3 et 1 : ce sont les tailles des blocs de Jordan.

bloc de taille 1
N261 =P)
Ne,
€1

bloc de taille 3

dimKerN® — dimKernN°® =2
dimKerN? —dimKerNt=1

dimKerN3 —dimKerN? =1

O OO0
O OO0
O O—O
-]
OO0

La réduite de Jordan est formée d'un bloc de taille 3 et d'un bloc de taille 1.

c. La premiére colonne de  Jy2 montre que N2 e; = (-,1,-1,1) ?é 0 . Donc



enger N2 0n forme la chaine U3 = &1, uy = Nﬁ’l = {D: 11, D:'.
ﬂlzNgelz{—1,1,—1,1}.Onaalors Nwv =0, Nuvy=wv et Nug=ry,

On compléte par un vecteur de  Ker N non colinéairea ;1 : ¥4 = €9 carla deuxiéme
colonne de IV estnulle. La famille I:’Ul, oy Vg, *u_}} est libre. En effet, la matrice P ci-
dessous a pour déterminant —1.

I
I
|_'|.
|_'..
OO0
OO

Dans la base l:’t-'l, Uny Vg ’U,_l:l ,lamatricede W est J: w—pJjp1l.

d. Deux matrices nilpotentes sont semblables si et seulement si elles ont la méme réduite de Jordan,
c'est-a-dire la méme partition de la taille en blocs. Les partitionsde 4sont 4, 3 +1, 24+ 2,
24+14+1et 14+14+141.11yadonc5 classes de similitude.

Baréme : a) 0,5 point pour les puissances, 1 point pour les dimensions et I'indice ; b) 0,5 point pour le
tableau, 0,5 point pour ] ; ¢) 1 point pour la chaine, 0,5 point pour le complément et P ; d) 1 point.

Exercice 5 : Probleme : exponentielle de matrice et systeme
différentiel (4 points)

a. Les matrices I} et IN commutent d'apres I'exercice 2, donc 13 et £IV aussi. Or, pour deux
matrices qui commutent, I'exponentielle de la somme est le produit des exponentielles. Donc
exp(tA) = exp(tD) exp(tN) .

b. Comme N2 — g, la série se réduit a deux termes : exp(tN) = I3+ tN .

Par ailleurs, Py Py = Py Py = Uet P? = P, .Donc Dk = Py + 2k Pqy pour k =1,
etaussi pour % — 0 puisque Pq + Py = {3 En sommant la série,
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exp(tD) = et p, +e? p,.

c. D'abord, Py IV =0 Eneffet, pyN =p;A-p D =p, A-p et Ap, =p
car Im p, = Ker(A — I3). Ensuite, Py N = N —p; N = N  parconséquent :

exp(tA) = (et py +e?t pg)(fg +tN) =ebt p, +e?t (p, +tN).

—t 14t t
Avec pE—I—tN = —!t 1;_ , on obtient :
o111
et —tedt —et 4 (141¢)et te?t
exp(tA) = —te2t (1+¢t)e2t te?t

}

Contréle : pour # = 0, on retrouve bien I3,

d. D'aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, I'unique solution est X (i} = exp(t4) X(0),
c'est-a-dire la troisiéme colonne de exp(tA).Donc X(t) = (te2t, ¢ 2t £2t),

Vérification. Ona  X'(¢) = ({1 4 2¢) 2, (1 4 2t) e2t, 2e2t). De plus, la premiére ligne de

A X(t) vaut 2¢ 2t 4 £2t. La deuxieme vaut —t edt + 3t et + 2t = (1 4 2¢) e?t.
La troisiéme vaut —t 2t 4 ¢ g2t 4 2e2t = 2¢2t. Onretrouve bien X'(t) = A X(t),
avec X(0) = (0,0,1).

Baréme : a) 1 point (commutation citée) ; b) 0,5 point pour exp(tN), 0,5 point pour exp(tD) ; ¢) 1 point; d)
0,5 point pour la solution, 0,5 point pour la vérification.

Erreur fréquente : écrire  exp(td) = exp(t D) exp(tIN) avec une décomposition dont les termes
ne commutent pas, ce qui donne un résultat faux.

Revenir a I'énoncé du controle
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Apres le corrigé du controéle : réduction de Jordan et
décomposition de Dunford

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Réduction de Jordan » en L3 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés réduction de jordan.

Retrouvez tous les contréles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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