Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : partiel final :
intégration et probabilités

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : convergence dominée et continuité 3,5 points
Exercice 2 : Passages a la limite dans une espérance 4 points
Exercice 3 : La loi de Cauchy 4 points
Exercice 4 : Fubini-Tonelli et queue de distribution 3,5 points
Exercice 5 : Probleme : méthode de Monte-Carlo et intervalle de confiance 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : convergence dominée et
continuité (3,5 points)

a. Théoreme de convergence dominée. Soit (fn:l une suite de fonctions mesurables de ¥/
dans [E ou . On suppose que fﬂ(:lijl — f{ﬂ?:l pour [ -presque tout . On suppose aussi
qu'il existe & intégrable telle que |fﬂ| < g presque partout, pour tout 7. Alors f est
intégrable et :
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|f, — fldp = 0,donc [ f dp— [ fdp.
E E E

b. Dérivation sous le signe intégrale. Soit .J un intervalle ouvertet f:J x B — R.On
suppose :

opourtout s € J, © — f(s, £) estintégrable ;
o pour presque tout =, s —+ f(s, x) est dérivable sur J ;

o il existe g intégrable telle que |6‘5 fls, :E“:l| < g(x) pourtout s € J et presque tout
T,

Alors F' est dérivable sur J et FI'{S} = fas fls, =) dulz)
5

c. Soit £ € R et (%5) unesuite quitendvers t.Pourtout w, pttaX(w) _, ttX(w), par
continuité de I'exponentielle. De plus, |E'étﬂX| =1 et la constante ] est intégrab|e sur
I'espace probabilisé, de mesure totale 1.

Le théoreme de convergence dominée donne donc @X{ﬁn) — @X(ﬁ} . Par la caractérisation
séquentielle de la continuité, % ¥ est continue en tout point .

Baréeme : a) 1 point (domination indépendante de 1. exigée) ; b) 1 point; c¢) 0,5 point pour la
convergence simple, 0,5 point pour la domination, 0,5 point pour la conclusion séquentielle.

Exercice 2 : Passages a la limite dans une espérance (4 points)




a. Pour = > 0,onpose hy(r) = nln(l + %) .D'abord, In{l+u) ~ uen 0,donc
hn(r) — = . Ensuite, I'négalité In(l 4+ u) < w pour u > 0 donne 0 < h,(z) < z.

Ainsi hyn(X) — X partout, et |a,({X )| < &, quiestintégrable et ne dépend pasde 7.
Par convergence dominée, p, [E[ln(l + %)] = [E[hﬂ(X}] — [E[X]

n
b. Pour = = 0, (1 + %) — exp(—hﬂ{:ﬁ}) — — d'aprés a). De plus, cette quantité est
comprise entre [J et 1.Laconstante 1 estintégrable, car [P est une probabilité. Par
convergence dominée, la limite vaut [F[e—X].

2
Si X suitlaloi uniformesur [0,2] : E[e—X] = %f e—7 dx . La limite vaut donc
0
1] —e—12
—

c. Continuité. Soit Sn — S dans [0, +oo[ . Alors —3aX _, o—sX partout, et
0 < e *n% < 1.Parconvergence dominée, L{s,) — L(s). Donc L est continue sur

[0, +oof .

Dérivabilité. Soit a > 0.Ontravaillesur J = Ja, +oo[.Pourtout = > 0, s — g~ =7
est dérivable, de dérivée —xe™=T . 0r, pour s> a :

—7e™57| < £eTIT < g

car lafonction = — ze—4% atteint son maximum & en x = = . Cette constante est

1
2 e
intégrable sur I'espace probabilisé. Par dérivation sous le signe intégrale, I, est dérivable sur
Ja, +o0[ . Comme @ > 0 estarbitraire, L est dérivable sur |0, +oo[ et

L'(s) = —E[Xe—sX].
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Erreur fréquente : dominer par X pour la dérivée. C'est inutile sur ]rl, —|—D:u[ , et impossible si X
n'est pas intégrable. La domination doit étre uniforme en 5 sur un intervalle, d'ol le recoursa a == 0.

Baréme : a) 0,5 point pour la limite simple, 0,5 point pour la domination, 0,5 point pour la conclusion ; b)
0,5 point pour le passage a la limite, 0,5 point pour le calcul ; ¢) 0,5 point pour la continuité, 1 point pour la
dérivabilité avec domination locale.

Exercice 3 : La loi de Cauchy (4 points)

cos(tr) + wsin(tr)
a. Ona ‘F’X':t:' = (1l + x2) dz , les deux intégrales convergeant absolument. La

K
partie en sinus est nulle, car son intégrande est impaire. Avec l'intégrale admise,

@X{t} = % X T E_|t| — e_|t| .

7l 1
(14 z2) |l
X n'est pas intégrable.

En revanche, en oo, quin'est pas intégrable. Donc E[|X|] = +oo :

b. Parindépendance, la fonction caractéristique d'une somme est le produit des fonctions
caractéristiques. Donc, pour tout réel £ :

oe (0= TLox,(8) = (e /m)" = o7

La fonction caractéristique caractérise la loi. Donc f,ﬂ suit encore la loi de Cauchy, pour tout
.,

Supposons que X ,, — ¢ en probabilité, pour une constante ¢ .Alors X, — ¢ enloi, etle
théoreme de Lévy donne E—|f| —y ettc. C'est absurde : pour i ?‘3 a, E_|f| <] = |Eétc| _



Donc X, ne converge en probabilité vers aucune constante.

Cela ne contredit pas la loi des grands nombres. En effet, celle-ci suppose que X1 est
intégrable, ce qui est faux ici.

c. Lavariable X est non nulle presque slrement. Soit 4 mesurable positive. Par le théoreme de
transfert :

Sur |0, —I—DD[ l'application o % estun 1 -difféomorphisme. On pose ¢ = %,d'ou

|dz| = —5. Ainsi:

1 h(y)
Le méme calcul vaut sur  ]—oo, O[ . Donc [E[h(f)] = ‘/W(l T 42 dy . Ainsi % suit la
R

loi de Cauchy.

Baréme : a) 0,5 point pour ¥ 3, 0,5 point pour la non-intégrabilité ; b) 0,5 point pour la loi de fﬂ, 0,5
point pour I'absence de convergence, 0,5 point pour I'hypothése manquante ; c) 0,5 point pour la fonction
muette, 1 point pour le changement de variable sur chaque demi-droite.
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Exercice 4 : Fubini-Tonelli et queue de distribution (3,5 points)

+oo
a. Pour tout w, on écrit X{w} — fl{t < X(w)) d+ . La fonction {tu, t:l — l{t < X(w)] est
]

mesurable et positive sur {2 x [0, +-co[ . En effet, I'ensemble {{w,t) : X(w) — £, > O} est
mesurable pour la tribu produit.

Le théoreme de Fubini-Tonelli permet alors d'échanger les intégrales, sans hypothese
d'intégrabilité, dans [0, 00| :

400 +

f(x1= [ 1< arar =
0

2

o0
P(X >t)dt.
0

X +oo
b. De méme, X2 — fﬁt df = fﬁt 1{t < X) d#. La fonction intégrée est encore mesurable et
0 0

+co
positive. Par le théoreme de Fubini-Tonelli, [E[XQ] = fﬁt P(X >¢)dt.
0

c. D'aprés a) :

BJ|—

F[X] = L—[— ! rm

D'aprés b), en écrivant ¢ = (1 +¢£) —1 :



—+ 00

E[x2 2{(1“ (lit)g,)dt:z(l—%):L

He—
I
Hea | a2

Donc [E[X] = %, E[X2] =1et Var(X)=1-

Baréme : a) 0,5 point pour I'écriture intégrale de X , 0,5 point pour la mesurabilité et la positivité, 0,5
point pour Fubini-Tonelli ; b) 1 point; ¢) 0,5 point pour [E[JLr ] , 0,5 point pour [E[X 2] et la variance.

Exercice 5 : Probleme : méthode de Monte-Carlo et intervalle

de confiance (5 points)

a. Loi forte des grands nombres. Si (¥ ]} est une suite de variables indépendantes, de méme

loi et intégrables, alors 1+, = t ¥y — [E[Yl] presque sGrement.

les G = g(U;;} sont indépendantes et de méme loi, comme images des L7t par une

méme fonction mesurable. Elles sont bornées par 4, donc intégrables. Enfin, par le théoreme de
1

transfert, [E[Gl] = fg(g;} dx = o .Donc I, — T presque sirement.
0

b. Onpose x = tand ,avec 8 € [0,%]. Alors dr = (1 + tan28)d et
1

m = -:0525'. Donc:

/4

1

d _ e . sin2e|™/4 o 1
fmjiﬁ)?‘fcosgede—b“”ﬁ L =F+i
0 0
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= 16(§+;l) = 2m + 4. Donc
02 = E[G3| -2 = 2m + 4 — 72  0,4136 .

. Les & sont indépendantes, de méme loi, de carré intégrable et de variance o2 = (. Le

mu—n — ’ﬂ—j
o

théoréme central limite donne N0, 1) en loi. Comme € est continue, on

obtient :

F(?T = {In — 2 I, + 1’9£JD —+ 2%(1,96) — 1 = 0,95.

C'est un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95 % .

En pratique, @ estinconnu, caril dépend de 7. On le remplace par I'écart type empirique

1 i
Sp = \/ﬁ Z Gg - I% . Par la loi forte des grands nombres appliquée aux &g et aux
k=1
G% , Sm —* O presque slrement. Ensuite, le lemme de Slutsky montre que
1,96 s,
N

m(l—n — ﬂ—j
=

converge encore en loi vers N{D, l:l. L'intervalle [In + } est donc aussi de niveau

asymptotique 95 9% .

3,4 ]

m+1,960/Vn
—— I, (une simulation)

2,9 s R e
10 100 1 000 10 000

nombre de tirages n (échelle logarithmique)



d. Pour m = 10000, vm = 100 et o =2 0,6431 . La demi-largeur vaut donc
1,96 X 0,6431

100
d'environ 95 % .

~2 0,0126 . On obtient T a environ 0,013 pres, avec une confiance

1
Pour le second estimateur, [E[-'-h,.fl — Uﬂ = -:lfw’l —rddr = 4 % % = 4, aire du quart

0
de disque unité. De plus, [E[lfi{l — U%}] = 16(1 — %) = gg . Sa variance vaut donc

ol 2 =32 _ 72 ~ 10,6667 — 9,8696 = 07971 .

La largeur de l'intervalle est proportionnelle a % . Pour une méme précision, le nombre de tirages
0,7971
0,4136 ~
environ 1,9 fois plus de tirages, soit prés de 19 300 au lieude 10000 :la premiére
méthode est préférable.

est donc proportionnel a la variance. Or 1,93 . Le second estimateur demande

Bareme : a) 0,5 point pour I'énoncé, 0,5 point pour la vérification des hypothéses ; b) 1 point pour
l'intégrale, 0,5 point pour a2 ; ¢) 1 point pour l'intervalle, 0,5 point pour ['estimation de & ; d) 0,5 point
pour la demi-largeur, 0,5 point pour la comparaison.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : partiel final : intégration et

probabilités

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Intégrale de Lebesgue » en L3 et «
Variables aléatoires et espérance » en L3 et « Loi des grands nombres et TCL » en L3 puis entrainez-vous

avec les exercices corrigés intégrale de lebesgue, variables aléatoires et espérance, loi des grands
nombres et tcl.
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Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

Contréle de maths L3

: convergence monotone et lemme de Fatou

Contréle de maths L3

: convergence dominée et intégrales a paramétre

Contréle de maths L3

: loi d'un vecteur aléatoire et indépendance

Contréle de maths L3 :

modes de convergence, Borel-Cantelli et TCL
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