Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : partiel de
topologie des espaces normés

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Questions de cours, dimension finie et théoreme de Riesz 5 points
Exercice 2 : Compacité dans |'espace des suites bornées 4 points
Exercice 3 : Probléme, points fixes et parties de Mn(R) 11 points
Total 20 points

Exercice 1 : Questions de cours, dimension finie et théoreme de
Riesz (5 points)

a. Majoration. Pour © = Z T e I'inégalité triangulaire donne
d
Niz) < Z |z, N(e,) < Cizig, avec C = Z N(e,)>0.
=1

Continuitéde IV.Pour =,y € B, |N{z)— N(y)| € Nz —y) < C|z ~ Yl N
est lipschitzienne, donc continue sur (B, .7 .

Minoration. La sphére & = {:t?: 1Ty = 1} est fermée (image réciproque de {1} parla
norme, continue), bornée et non vide : elle est compacte. La fonction continue W vy atteint son
minimum & = N(:ED} enunpoint £y €5, et o >0 car :t:[]?é 0 . Pour a:?é 0,

ﬁ € 5, donc N(ﬁ) > o, soit IN(x) > ez, , inégalité vraie aussi pour
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r=10.

Ainsi aigy = N < O : IV estéquivalentea ''oo . L'équivalence des normes étant
une relation d'équivalence (en particulier transitive), deux normes quelconques sur F sont
équivalentes.

b. Théoreme de Riesz. Un espace vectoriel normé est de dimension finie si et seulement si sa boule
unité fermée est compacte.

Preuve du sens demandé. Supposons E de dimension infinie. Soit 1 un vecteur de norme
1. Supposons construits %15 - - = L de norme 1. Le sous-espace F'p = Vect{ul, ey ”k:'
est de dimension finie, donc complet (d'aprés a), il suffit de le vérifier pour la norme "“'co dans
une base, et une suite de Cauchy a alors des coordonnées de Cauchy dans [ ), donc fermé dans
A et Fp ?é E puisque E est de dimension infinie. Le lemme de Riesz fournit “g4+1 de

1 - .
norme 1 avec d{“k-l—l! Fr) > %,donc U1~ Y| > 5 pour 7 < k. Llasuite {“k:'
de la boule unité fermée vérifie |Up — tq| = 5 pour p ?é g :aucune de ses sous-suites n'est
de Cauchy, donc aucune ne converge. La boule unité fermée n'est pas compacte.

Bareme : a) 3 points : 0,5 pour la majoration, 0,5 pour la continuité de 1IN, 1,5 pour la minoration par
compacité de la sphere, 0,5 pour la conclusion ; b) 2 points : 0,5 pour I'énoncé, 1 point pour la construction
de la suite (fermeture de E'p. justifiée), 0,5 pour la conclusion.

Exercice 2 : Compacité dans l'espace des suites bornées (4

points)

a. Les suites E(P) sont de norme 1 et, pour p ?é q, |€(P]' — E(g”oo — 1. Une sous-suite
convergente serait de Cauchy, ce qui est impossible. La boule unité fermée de g‘m n'est pas
compacte, conformément au théoréme de Riesz puisque £°° est de dimension infinie.

b. Soit I:,j_‘:“(P:I)P une suite de K . Pour chaque 71, la suite réelle (SFEEPJ)P est a valeurs dans le
segment [~k 1]

Extraction diagonale. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une extraction #p telle

lwgo wlip)))
1

que (:EE‘PD(PD) converge ; puis une extraction %1 telle que ( converge,
b

P



et ainsi de suite. On pose ’f.fJ{P} = ¥poPye...0 f,fi'p(j]:l , qui est strictement croissante. Pour
7 fixé, ':’f.f”:?}:'p > n est extraite de ¥y@---2%,, donc a:(’ﬁb(iﬂ)]' — Y, avec

|y | < 1 par passage a la limite. La suite % = (y ) appartient donca K .

Convergence en norme. Soit £ >0 et N tel que < g.Pour n = IN,

_4
9 N+1
|$5;?5(ij — ynl < — < € pourtout P .Pourles IV indices n < IN, il existe un rang
P telque |£E}"I"IPE' - yﬂl < e désque p = F.Donc |:J:':r"b':1':’j:I — y|m < £ pour

p = P Toute suite de K admet une sous-suite convergente dans K : K est
compact.
c. Soit x € K et r >>0.Choisissons 7 tel que _1|_1 < 2,et posons z = —|— e':”j Si
— roim _ _ ., 1
Ty 20, z = :t?—EE'[ ) sinon. Alors 1z Tloy = 2 <roet |z, = |a:ﬂ|—|—2::=-ﬂ_|_1,
donc =z ﬁ;‘ K Aucune boule ouverte n'est incluse dans K : K est d'intérieur vide.

Bareme : a) 1 point; b) 2 points : 1 point pour I'extraction diagonale, 1 point pour la convergence en
norme oo (découpageen n < N et n = IN);¢) 1 point.

Erreur fréquente : s'arréter a la convergence de chaque coordonnée : elle ne suffit pas, il faut la

. C A . . 2
convergence uniforme en 1., obtenue ici grace a la majoration ntl -

Exercice 3 : Probleme, points fixes et parties de Mn(R) (11

points)

Partie A.

a. Lafonction £ — x2 envoie [0,1] dans [0,1] ; par composition de fonctions continues,
#{f) estcontinue, donc ¥{f) € E . Par l'inégalité des accroissements finis,
sina —sind| < |a — b| , d'ol, pour tout &,

2(£)(2) - 2(1)(2)] < }|£(22) - A(z2)] < IN o (f = h)
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F est l-Iipschitzienne.

2

b. & estune contraction de I'espace complet Ef dans lui-méme ; par le théoréme du point fixe de
Banach-Picard, I'équation admet une unique solution f*, limite de toute suite
fpy1 = 2(f,) enparticuierpour fo=0.En £ =0, y = F7(0) vérifie
= %siny ;comme [siny| < |y|,ona | < |g_|,donc Ffo=o0.

c. Pour £ € [0]1], é,:f — f(x) estcontinue ( |flz)| < Noo(f)), et
G = m 5;1([[], %D est une intersection de fermés : (G estfermé.Si f € G, alors
T

3 . 1 3.
f{xﬁ} c |:|:]] ﬁ] C [0, r], donc sin f{xgj z0et z<&(f)z) <z +5< 5
#(G) C G.Comme fy=0€ G tousles [, sontdans G ,etleurlimite F* aussi
puisque (& estfermé. En appliquant I'encadrement précédenta f = f* e G

2 < @) = 2@ < 5 +3-

d. L'ensemble des fonctions croissantes est $© y {f : f{y} - f{‘ﬁ} 2 D}, intersection de fermés

;donc H estfermé, et 0 € H.Soit [ € H e = < ¥y dans [D,l] .Alors 2 < yz,
donc 0 < fz?) < f(y?) < %::::;—T ; le sinus étant croissant sur [D, ;—T]
sin f(x?) < sin f(y?), et #(f)(x) < #(f)(y) Avecc), #(H) C H . lasuite
l:fn:l reste dans le fermé H , donc f* e H : f* est croissante.
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e.Ona fi = #(0) = £ — £, donc Nm(fl — f[:,:l = 1, et I'estimation du point fixe avec
k= % donne

Noolf, = %) < g Noo(fy — fo) = 217

Il suffit que 27—1 > 100, s0it m —1 > 7 (car 96 — g4 et 27 — 128 ). A partir de
n=8, No(f, —f) <1072,

Partie B.

f. Laboule F = E(D, %) est fermée dans I'espace complet Mn{ﬂ?} , donc complete. Posons

v(X)=B —|— X2 pour X E F', la norme étant sous-multiplicative,
|||!F‘{X}||| <t+IXIP<i+E=g<i: UF)CF.pour XY €F,
X2-Y?2 = X{X Y)+ (X -Y)Y, donc

2 (X) =)< (X -+ NYIIX =Y < 31X = Y.

W est une contraction du complet F' :Il'équation X —= B + X aune unique solution
X{(B) dans F.

g. Notons X = X(B)et X' = J-:(B’} Mors X — X' = (B-BY+(X2-x'7)
et, commeenf), ||X2— Xx72|| < 2|||Jif X'|||. D'ou
1 .
12 — x| < 1B - BI|| + 30l — x|, soit |2 - X[ < 2B - B .
L'application B — X(B) est donc continue. La boule E(D,% est convexe, donc connexe par

arcs (par les segments), et lI'image continue d'un connexe par arcs est connexe par arcs :
I'ensemble des X (B) est connexe par arcs.

h. Soit A € M,(R).Lepolynéme A — det{A — A I,;) estdedegré 7, doncaunnombre
fini de racines. Pour F assez grand, % n'en est pas une, et Ap =4 — }—jfﬂ e GLn{R:' )
Comme |||J«:1Li,;J - A||| = }—:, — 0, A estlimite d'une suite de matrices inversibles :

GL,(R) estdensedans M ,(R).

i. & estlimage réciproque du fermé {Jp,} parlapplication continue 4 — 42 : & est
fermé.Si A € &, A annule X2 -1 = (X —1)(X + 1), polynéme scindé a racines
simples: A est diagonalisable, semblable & diag(fp, —fg) avec p +g = 7. Donc

trd =p—g=n-—29 avec U < g < n.Latrace estlinéaire, donc continue. Si &
était connexe, trl:S:l serait un intervalle contenant tr{Iﬂ) = n et tr(—Iﬂ) = —n, donc
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n — 1, quin'est pas de laforme 7 — 2g avec { entier. & n'est pas connexe; la trace
sépare méme S en n + 1 parties ouvertes et fermées non vides.

Bareme : Partie A : a) 1,5 point : 0,5 pour é( f :1 € B, 1 point pour le caracteére lipschitzien ; b) 1 point :
0,5 pour le théoréme cité avec ses hypothéses, 0,5 pour  f *{Dj ; ¢) 1,5 point : 0,5 pour le fermé, 0,5
pour la stabilité, 0,5 pour I'encadrement ; d) 1 point; e) 1 point. Partie B : f) 1,5 point : 0,5 pour la
complétude de la boule, 0,5 pour la stabilité, 0,5 pour la contraction ; g) 1 point : 0,5 pour I'inégalité, 0,5
pour la connexité ; h) 1 point ;i) 1,5 point : 0,25 pour le fermé, 0,75 pour la trace, 0,5 pour la non-
connexité.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : partiel de topologie des espaces
normeés

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Espaces vectoriels normés » en L3 et «
Compacité et connexité » en L3 et « Complétude et point fixe » en L3 puis entrainez-vous avec les

exercices corrigés espaces vectoriels normés, compacité et connexité, complétude et point fixe.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Controle de maths L3 : normes équivalentes et norme subordonnée
e Controle de maths L3 : compacité, théoreme de Heine et connexité
e Controle de maths L3 : complétude, espaces de Banach et point fixe
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