Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : normes
équivalentes et norme subordonnée

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours, applications linéaires continues 4 points
Exercice 2 : Trois normes sur C([0,1]) 4 points
Exercice 3 : Calculs de normes subordonnées 4 points
Exercice 4 : Formes linéaires sur les polyndmes 3 points
Exercice 5 : Probleme, I'opérateur de Volterra 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours, applications linéaires continues
(4 points)

a. (i) = (ii) est immédiat.

(ii) = (iii). Par continuité en (0 avec £ = 1 (et u{D} = 0),ilexiste 1 >0 tel que

Ylg =1 = Iu(y}IF =< 1. soit :J:?‘é 0 ;levecteur y = %x vérifie ¥lg = 7,
donc |U':y:'|F < 1. Parlingarité, u(y) = %u(a:},d'ou |u{;t:}|F < %':E'E . Cette
inégalité est vraie aussi pour = = 0 : (iii) est vérifiée avec ¢ — 7
(i) = (i). Pour =, % € E | lalinéarité donne
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|“'($:' - w{y}lF = |“':3? - yﬂF < Oz — Y|g : u est C -lipschitzienne, donc
continue sur F!.

b. Pour =x ?é 0, posons Yy = ﬁ, de norme 1. Par linéarité, % — |u{y}| . Les deux
ensembles dont on prend la borne supérieure sont donc égaux, d'ou |||u||| = Sup |w:$:'|F .

ITIg =

Par définition, U{i?ﬂ < |||U||| IZ1 g pour tout . Alors
[o(u@)]; < ol e

v o ulx)
22 qane ool < ol 1l

{$)|F < Ml lull 121 & . Le réet ||[u]| ||| majore tous les quotients

Baréme : a) 2,5 points : 0,25 pour (i) = (ii), 1,5 pour (ii) = (iii) (choix de '}, normalisation, cas = = (),
0,75 pour (iii) = (i) ; b) 1,5 point : 0,75 pour chaque résultat.

Exercice 2 : Trois normes sur C([0,1]) (4 points)

a. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (f] g} — ffg :

1/2/ 1/2

1 1
=/|f(t)|><1dtg /f(t)gdt fldt = Nao(f)
0 0

0

Par ailleurs f{t}g < Nm{f}g pour tout £, donc Ng{f}g < Nm{fjg par croissance de
l'intégrale. Ainsi N1 < Ng € N,

b. Comme f,, 2 0 sur [0,1] :

1
1 1
Ni(f )= /t” dt = =9 N /tg’” dt = 0T
0

La fonction f, est croissante sur [0,1] , donc Ny(f,) = nL—l—l y No(f,) =



Noolf)=F,(0 =1,

Noolf,) Ny(f) el AT
cOna oy =VIntl e S = M2 Ty

n'existe donc aucune constante (&' telleque N, & € Ng, nitelleque INg < C INq, et
a fortiori aucune telle que N, < € INq{ (sinon N, € C N1 £ € Nq). Deux normes
équivalentes se majorent mutuellement & constante prés : aucun couple parmi N1, N9,

, qui tendent vers oo . I

N oo n'est formé de normes équivalentes.

d. Nl'if:' n_|_1—>'3et No(f }—ﬁ—iﬂ {fﬂ:l tend vers 0 pour IVj

et pour Vg, Supposons que fn — A pour IV, . Comme
Nl(fﬂ —h) < Nm(fﬂ — R}, on aurait aussi f,, =t A pour Ni,donc h = 0 par
unicité de la limite dans  (E, N'1) . Mais Noo(f,, —0) = 1 netend pasvers 0 :
contradiction. La suite l:fﬂ:l ne converge pas pour V... (Sa limite simple, nulle sur
[0,1[ etégale a1 en 1, nest dailleurs pas continue.)

Baréme : a) 1 point (0,5 par inégalité, Cauchy-Schwarz cité) ; b) 1 point; c) 1 point: 0,5 pour les quotients,
0,5 pour la conclusion ; d) 1 point : 0,25 pour N1 et Nn, 0,75 pour I'argument d'unicité.

Erreur fréquente : conclure que les normes sont équivalentes parce qu'ona N1 < Ng < N,
une seule inégalité ne suffit pas, et le théoreme d'équivalence des normes ne s'applique pas ici car &
est de dimension infinie.

Exercice 3 : Calculs de normes subordonnées (4 points)

a. Laforme %g est linéaire par linéarité de I'intégrale et

1

oD < [ 1F@a@)]dt < Noo(£) N1(a)
0

D'aprés l'exercice 1, % g est continue et |||(Pg||| < Ni{g).si g = 0,ilyaégalité. Sinon,
soit £ = (] . La fonction fE est continue (le dénominateur est minoré par £ ), vérifie |fE| <1
, donc Noo{fE:l‘:_:l,et fE?é 0. De plus
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€ |g]
g+ 9| — g+ ¢ > |g| — ¢, donc %Og(fg) > Ni(g) —e.

Par suite |||(§Jg|” > > @g(fE) > N1(g) —e pourtout €20 .Donc

Noolf,)
llegll = N1(g) .

11— glt)=t—3
— f,,£=0,1
—— f,,£=0,02

-1 -
0 0,5 1
t
1 1/2
. 1
b. Ici 1(g) = f|t —%|dt — gf sds — % . leglll = 7 - Supposons N(f) <1
0 1
et ¢ (f) = %.Alors f(|g| _fg) — 0,avec |g|—fa = |g|(1 — |f|) > 0 continue :
0
elle est donc identiquement nulle, donc  fg = |g| . Ainsi  f(£) = 1 pour ¢ }% et
f(&) = -1 pour ¢ {% , ce qui contredit la continuité de f en % . La borne supérieure

n'est pas atteinte.

c. Pour x e £, |ap zy| < 1@y, |Tg|. donc la série Z oy £y| converge par comparaison
: Ma{i?:' c #l et |Ma{1?:'|1 < 1 gg IZ1 . L'application MM ; est évidemment linéaire ;
elle est donc continue avec || M 4[| < 121, . Pour la minoration, soit €k la suite dont seul le
terme d'indice /& vaut 1, les autres étant nuls . [Fg|; = L et |M-:;("3k:'|l = lag| . ponc

1M gl = |ay| pourtout k., puis I[M | = Eip 24| . Finalement Mol = @1 -



Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la majoration, 1 point pour la minoration par fE , b) 1 point: 0,25 pour la
valeur, 0,75 pour la non-atteinte ; ¢) 1,5 point : 0,5 pour R a{;r,} c ¥/ 1 , 0,5 pour la majoration, 0,5 pour
les suites €.

Exercice 4 : Formes linéaires sur les polynéomes (3 points)

a. Pour P = erk Xk, o(P)| = |Z akl < Z lar| = 1Pl : % est continue et
llefl £1.Pour P =1, @(P)=1=IPl;.ponc ||¢f| =1.

b. Pour m =1, |Xﬂ|1 =1 et ’-:,bl:Xﬂ:l = n.Si 1 était continue, il existerait ' tel que
n < ¢ pourtout 7 (exercice 1, propriété (iii)) : c'est absurde. '-:,.!'J n'est pas continue sur

{IR[-X]: 1:' .

c. L'espace R,[X] est de dimension finie 7 -+ 1, donc toutes ses normes sont équivalentes : si
N estunenormesur R,[X], ilexiste C telque IPly < C N(P).or

W) = |3 ka
E=1

toute norme. Pour '"'1, la majoration donne une norme au plus 7.,et P — X donne
ﬁb{Xﬂ} =n = n|Xﬂ|1 . La norme subordonnée vaut 7 (pour 7 > 1 ;elle est nulle si
n = 0).Elletend vers +oo avec 7, ce qui explique la non-continuité sur R[X ] tout
entier.

< ﬂ|P|1 < nC N{P} : la restriction de ?1!» est continue pour

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour la majoration, 0,5 pour I'égalité ; b) 1 point ; c) 1 point : 0,5 pour I'argument
de dimension finie, 0,5 pour le calcul de la norme.

Exercice 5 : Probleme, l'opérateur de Volterra (5 points)

a. Pour f continue, V{f) estlaprimitivede f nulleen 0 (théoréme fondamental de I'analyse)
relleestde classe ¢1,donc V{(f) € B, et V estlinéaire. Pour = € [0,1],
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|V{f}{:t?:l| < f|f| <z Ng(f) < Ngo(f), donc ¥V estcontinue et |||V|||OD <1
0
Pour f =1, V()& == et Noo(V(f) =1= Neo(f).onc [IV]l,, =

b. Pour n = 1,clestlinégalité |V{(f)(z)| < = Noo(f) vueena).Sil'inégalité est vraie au
rang 7%, alors
X
[vinar
0

ce qui achéve la récurrence. En prenantlesupsur = € [0,1], N (V" (f)) < #Nm(f} :

vt f) ()| =

)
Pour f = 1, on vérifie par récurrence que Vﬂ{l} (r) = i—,,de norme % . Donc

177, = Z-onremarqueque [V < [[V]|" =1 desque 7 > 2,

I
c. Pourtout =, |V{f)(z)| < f|f| = V{|f])(=). On intégre par parties sur [0,1] avec

0
U = V{(|f]), de dérivée |f| et = — x —1, toutes deux de classe (1 :
1 1

1
[ Vi) 4z = [~ v )], - [ @ -nis@ias = [0 - ol
0

0 0

le crochet étant nul aux deux bornes. D'ou Nl':v':f:':' < f (1 — t}|f{t}| dt < Nl{f:‘ :

0]
V est continue pour V7] et |||V|||1 <1,

La fonction Ap est continue, positive, nulle sur [%: 1],et Ni(hg) = % X % % 2k = 1 (aire
d'un triangle). Comme Ag > 0, V{hz) > 0 etl'inégalité précédente est une égalité :

1/k 1/k
N1(V(hy) = / (1—t)2k(l — kt)dt =1 — Qk/(t — kt2)dt =1 — Qk(ﬁ - ﬁ) =1-4
0 0

Ainsi |||V|||1 > 11— ﬁ pour tout j . Donc |||V|||1 = 1, borne qui n'est pas atteinte car
1

fﬂf{tﬂdt}[} dés que f?é 0.
]

d. Pour n>1, f (t)= " vérifie Noolf,) =1et
NooD(f, ) = N oln t7=1) = n . Aucune constante € ne vérifie n < C pour tout
7. : d'apres l'exercice 1, I} n'est pas continue. Intégrer « régularise » ( ¥~ est continue)



tandis que dériver ne I'est pas pour la norme uniforme.

Baréme : a) 1 point : 0,25 pour V{ f ) € K, 0,5 pour la majoration, 0,25 pour I'égalité ; b) 1,5 point : 1
point pour la récurrence, 0,5 pour la norme ; ¢) 1,5 point : 0,75 pour l'intégration par parties et la
majoration, 0,75 pour le calcul avec Ay ; d) 1 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : normes équivalentes et norme

subordonnée

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Espaces vectoriels normés » en L3 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés espaces vectoriels normés.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Controle de maths L3 : partiel de topologie des espaces normés
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