Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : modes de
convergence, Borel-Cantelli et TCL

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : Borel-Cantelli et convergence L™p 3,5 points
Exercice 2 : Des exemples qui séparent les convergences 4,5 points
Exercice 3 : Longues séries de pile 4 points
Exercice 4 : Loi faible des grands nombres et loi de Poisson 4 points
Exercice 5 : Probleme : approximation par le théoreme central limite 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : Borel-Cantelli et convergence

L~p (3,5 points)

a. Premier lemme de Borel-Cantelli. Si Z P(An) <+ alors P(limsup A,,}) = 0.
ki)

Aucune hypothese d'indépendance n'est requise.

Second lemme de Borel-Cantelli. Si les événements A, sont indépendants et si
; P(An) = 400 alors P(limsup A,,) = 1.
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b. Pourtout 7 =1 ,ona imsup Ag C kg Ak.Par sous-additivité dénombrable de [ :
mn

P(limsup A;) < Z P(Ap).
k>mn

Le membre de droite est le reste d'une série convergente. Il tend donc vers [J quand
n — +oo . Ainsi P(limsup A,,) = 0. Autrement dit, presque sGrement, seul un nombre
finide A, se réalisent.

C. Supposons que |E[|Xn - le] — . Soit £ == 0. L'inégalité de Markov appliquée a la variable
positive |J~,f,lr1 — X|P donne :

E||X,, — x|°
P(| X, —X|>¢) = [P(an—le > Ep) < wfgj — +00]0.

Donc X, converge vers X en probabilité.

Baréme : a) 0,5 point par lemme (indépendance exigée pour le second) ; b) 0,5 point pour I'inclusion, 1
point pour la sous-additivité et le reste de série ; ¢) 1 point.

Exercice 2 : Des exemples qui séparent les convergences (4,5

points)

a. Soit w € ]0,1].Desque p>L ona =1 donc X,(w) =0.Ansi Xp(w) — 0
pour tout & ?é 0 .0r {0} estde mesure nulle. Donc X, — U presque sirement, et par
conséquent en probabilité.



En revanche, [E“Xn — [j||] = 1 ¥ % — 1 pour tout 7. Donc {Xﬂ} ne converge pas vers
0 dans f,l. De plus, elle ne converge dans 7,1 vers aucune limite. En effet, une limite dans
I,1 serait aussi limite en probabilité, donc égale a (0 presque slrement.

b. Pour p = 1, |‘j{,lr1|1':J =Y, . car ¥y vaut 0 ou 1.Donc IE[|Yﬂ|P] = % — 0. Ainsi

¥, — 0 dans FF,etdoncen probabilité.

1
Les événements {¥ 5, = 1} sontindépendants, et Z P(Y, =1 = Z mn — 100 . Par
m m

le second lemme de Borel-Cantelli, presque slirement, ¥ 5, = 1 pour une infinité d'indices 7.
Or une suite a valeurs dans {0, 1} quitend vers 0 est nulle & partir d'un certain rang. Donc
Y ;, netend pas vers (0 presque sirement.

Enfin, une limite presque slre éventuelle serait aussi une limite en probabilité, donc égalea 0.
Donc {Yn:l ne converge pas presque siirement.

c. Laloi N0, 1) est symétrique, donc —2Z ala méme loi que Z .Ainsichaque Z, alaloide
Z .Lasuite (Z,) converge donc en loivers Z : ses fonctions caractéristiques sont
toutes égalesa ¥z .

Pour . impair, |Zp — Z| = 2|2].Soit &> 0.Alors P(|Zn 2| > ¢) = P(|Z] > §),

qui est une constante strictement positive. Cette suite ne tend donc pas vers 0.

Par ailleurs, supposons que Z.,, — W en probabilité. La sous-suite Z5,, = Z tend alors
vers W ,donc W = Z presque slrement. C'est impossible d'apres ce qui précede. Donc
(Zﬂ} ne converge pas en probabilité.

Erreur fréquente : croire que la convergence en loi vers % porte sur les variables elles-mémes. Elle ne
porte que sur les lois, et la limite n'est définie qu'a égalité en loi prés.

Baréme : a) 0,5 point pour la convergence presque sdre, 0,5 point pour la probabilité, 0,5 point pour le
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calcul de [E[X ﬂ] ; b) 0,5 point pour I,¥ , 1 point pour Borel-Cantelli et la conclusion ; ¢) 0,5 point pour
la convergence en loi, 1 point pour I'absence de convergence en probabilité.

Exercice 3 : Longues séries de pile (4 points)

a. Par indépendance des lancers, F{An} = 2_"2’-'1 or £y > 21032 ™ donc:

La série Z é converge, donc Z P(A,) converge aussi. Le premier lemme de Borel-
Cantelli donne F{limsup An} = 0 . Donc, presque siirement, seul un nombre fini
d'événements A, se réalisent. Autrement dit, a partir d'un certain rang, aucune série de piles
commencant au lancer 71 n'atteint la longueur 21083 T

b. Pour & > 1,onnote Bpg I'événement « les lancers (k—1)£ +1,... k£ donnent tous pile
». Chaque B ne dépend que des lancers du k -iéme bloc. Ces blocs sont disjoints. Par le lemme
des coalitions, les événements B} sont donc indépendants.

De plus, P{Br) = 2% ne dépend pas de k, donc ; P(Bx) = +° | ¢ second lemme

de Borel-Cantelli donne P(limsup By} = 1. Donc, presque siirement, une infinité de blocs
sont formés de # piles : on observe une infinité de séries d'au moins # piles consécutifs.

c. Notons {24 I'événement de la questionb). Ona P{f2g) = 1 pourtout £ > 1.Une
intersection dénombrable d'événements de probabilité 1 est de probabilité 1. Donc

£>1
piles.

F( ﬂ*f) =1 : presque srement, pour tout £, il y a une infinité de séries d'au moins ¢



Ainsi, les longueurs des séries de pile ne sont pas bornées. Cependant, d'aprés a), une série
commencant au lancer 7 reste plus courte que 2108;2 7. 3 partir d'un certain rang. Les longues
séries existent donc, mais leur longueur croit au plus comme un logarithme.

Baréme : a) 0,5 point pour P{ A}, 0,5 point pour la majoration, 0,5 point pour Borel-Cantelli ; b) 0,5
point pour les blocs indépendants, 1 point pour le second lemme ; ¢) 0,5 point pour I'intersection
dénombrable, 0,5 point pour la comparaison.

Exercice 4 : Loi faible des grands nombres et loi de Poisson (4

points)

a. Enoncé. Soit (X ) une suite de variables de carré intégrable, deux a deux non corrélées, de

méme espérance M et de méme variance 2. C'est le cas d'une suite indépendante et

X1+"'+X”.A|0rs
m

identiquement distribuée avec [E[X%] < +4co.Onpose ¥, =
X, — m dans L2 eten probabilité.

Démonstration. Par linéarité, [E[fn] = m . Les covariances croisées sont nulles, donc
— .n_G-E G-Q L. J— 2 G"Q . oz "
Var(X,) = a3 = m - Ainsi E (X, —m)*| = 7 — 0.Ensuite, l'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev donne, pour & >0 :

P(|X,ﬂ —m| > e) < “—22?[1 —+ 400]0.

b. La variable S, alaloid'une somme de 7 variables de Bernoulli indépendantes de paramétre
P, = % . Par indépendance, la fonction caractéristique de la somme est le produit des fonctions

caractéristiques, d'ou :
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Yg (f?)=(1—pn+pne@t)”=(1+W) |

T

Pour IV deloi P(}),ona
ko : :
et) = Z E_}‘%Eﬁtk = e~ Rehett = e:{p(}l{eﬁt — 1})
k>0

c. Onfixe 1 eton pose ’w:w' a=14wet p = eW.D'abord,

a=(1- pﬂ:l + p_ e est une moyenne pondérée de 1 et pit , donc |a| < 1. Ensuite,
|b| — pRew — E}\cost—lj,-"n <1.

el
De plus, || < % et g™ —1—w| < Z RS |w|gf|w| . L'inégalité admise donne
k> d
donc:
' 2
pg (£) =N _1)\ = Jam — b"] < nfuell < 22N L ooo.

Théoréme de Lévy. Une suite de variables réelles {Un:l converge en loi vers {J siet
seulement si @Uﬂ{t:‘ - @U':f:' pour tout réel £ .

ICi @Sﬂ converge simplement vers ¥ pr. Donc 5, converge en loi vers la loi de Poisson

() .

Baréme : a) 0,5 point pour les hypothéses, 1 point pour la démonstration ; b) 0,5 point par fonction
caractéristique ; c¢) 0,5 point pour |r1|, |b| < 1, 0,5 point pour la majoration, 0,5 point pour Lévy et la
conclusion.



Ll Y - - Ve \
Exencmejgjtohlgme_mppmxunatmpaugjhegtemejgnt[al

limite (4 points)

a. Théoréme central limite. Soit (X ,,) une suite de variables réelles indépendantes et de
méme loi, de carré intégrable, d'espérance M. et de variance g2 = (1. Alors:

Xt A Xnmmm b4 olloi M(O, 1),

b. Les £ sontindépendantes, de méme loi de Bernoulli, d'espérance % et de variance % . Pour

o= 10000 ,0na nm = 5000 et oy = % % 100 = 50 . On approche donc la loi

de w parlaloi A0, 1).

Fa 2" ona P@900 < S, <5100) = P(-2 < U, < 9).1a

fonction <& est continue. La convergence en loi entraine donc la convergence des fonctions de
répartition en tout point, et ainsi P{I7,, € [-2,2]) — #(2) — #(-2) . Dou:

¢. On pose u, =

P(4900 < 5, < 5100) = 26(2) —1 = 2 x 0,977 —1 = 0,954.

La probabilité cherchée vaut environ 0,954,
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—— densité de A(5000, 50?)
P(S,=K) pour 4900 =<k =5100

4 800 4 900 5 000 5100 5 200

d. Ona E[S,] = 5000e Var(S,)= E = 2 500 Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P(|S, —5000]>100) < P(|S, — 5000| > 100) < 31207 = 0,25.

Donc P(4900 < S, < 5100) > 0,75 . Cette minoration est certaine, mais grossiére.
L'approximation du TCL est bien plus précise (environ 0,954 ). Cependant, elle est asymptotique :
sans résultat complémentaire, elle ne fournit pas de borne garantie.

1
T2

e. On cherche 7 tel que F( % | < [j][jl) ~ 0,95 . Cet événement s'écrit

= < 0,02v7 . Par le TCL, sa probabilité est proche de  2€(0,02va) — 1.

or 2#(1,96) —1 =~ 0,95 . Il suffit donc que 0,02+ > 1,96, soit v7T > 98 . Il faut
environ 7 = 90604 lancers.



Baréme : a) 1 point (indépendance, méme loi et variance finie non nulle exigées) ; b) 0,5 point ; ¢) 0,5
point pour la justification, 0,5 point pour la valeur ; d) 0,5 point pour la minoration, 0,5 point pour la
comparaison ; e) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du controle : modes de convergence, Borel-
Cantelli et TCL

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Loi des grands nombres et TCL » en L3
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés loi des grands nombres et tcl.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Contréle de maths L3 : partiel final : intégration et probabilités
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