Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : loi d'un vecteur
aléatoire et indépendance

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : fonction muette et indépendance 3,5 points
Exercice 2 : Loi du carré et loi du minimum 4 points
Exercice 3 : Fonctions caractéristiques et vecteur gaussien 4 points
Exercice 4 : Espérance conditionnelle sur un triangle 3 points
Exercice 5 : Probleme : lois gamma et changement de variables 5,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : fonction muette et

indépendance (3,5 points)

a. Méthode de la fonction muette. Le vecteur _X admet |la densité f (fonction mesurable
positive d'intégrale 1) si et seulement si, pour toute fonction j : R4 —s | mesurable positive (ou
mesurable bornée) :
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b. Critere d'indépendance. Les variables X et ¥ sontindépendantes si et seulement si
f(X,Y)(CF, y} = fX{a:}f}r{y} pour presque tout {:J:, y:l € R2. Il suffit méme que
f(ij)(:F, :l = g{:ﬂ}k(y} presque partout, avec 9 et % mesurables positives.

c. Pour £ réel, (X HY) _ et X et . Lesvariables gttX et gttY sont des fonctions
mesurables bornées de X etde ¥ . Elles sont donc indépendantes. On applique la propriété
E[UV] = E[U]E[V] aux parties réelles et imaginaires, qui sont bornées. On obtient :

o xiy(t) = EleitX]E[eitY ] = o (£) o, (1),

Caractérisation. Les variables X et ¥ sontindépendantes si et seulement si
(P(X,y)'(“: v) = @X{“} @y':’“:' pour tous réels 1 et . En effet, la fonction caractéristique
d'un vecteur détermine sa loi.

Baréme : a) 1 point ; b) 1 point; c) 1 point pour la démonstration, 0,5 point pour la caractérisation.

Exercice 2 : Loi du carré et loi du minimum (4 points)

a. Soit A mesurable positive. Par le théoreme de transfert, puis par parité de I'intégrande :

—+ 00

— 52 — g2
[E[h(XQ)} = /h(&'g)eTf de = 2/ h($2)€Tf de.
R 0



L'application £ — x2 estun (1 -difféomorphisme de |0, +0o[ sur lui-méme. On pose
d
y = x2,s0t T = Tet dg = %.Ainsi:

—y/2
D 2 densité £ : C'est la loi du khi-deux a un degré d
onc X< apourdensité y — ml]ﬂ,-i-oo['iy:' c'est la loi du khi-deux a un degré de
liberté.
1,2 —— densité de X
—— densité de X2
1_
0,8 -
0,6 -
0,4
0,2
0' T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

b. Soit A mesurable positive. Le couple (X, ¥) a pour densité X e AT T HY gur
]D] -|-c.c:.|:2 , par indépendance. On séparelescas T < ¥ et ¥ < T ;la diagonale est de
mesure nulle. Par le théoreme de Fubini-Tonelli :

+oo +oo +oo +oo
E[h(M)] = f h(z)X e A 5'7( pe MY dy)d:v + h{y)pe # y( Ae Az d:c)dy.
0

T 0 y
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Les intégrales intérieures valent ¢ # T et E—/‘ﬂ ¥ . Donc
+oo

E[R(M)] = f R(E) (A + H}E_(}\ + 1)t 43 . Ainsi M suit la loi exponentielle de

0
paramétre A 4+ [ .

c. Parle théoreme de Fubini-Tonelli :

+ +o0 +oo

P(X <Y) = /Ae—AI pe PY¥dylde = /Ae_(k+”)£d$=%“'
0 0

xT

Donc P(X <Y ) = J«}\T,u

Erreur fréquente : oublier le facteur 2 d0 aux deux antécédents =+,/F de ¥.On obtient alors une

fonction d'intégrale % , qui n'est pas une densité.

Bareme : a) 0,5 point pour la fonction muette et la parité, 1 point pour le changement de variable, 0,5
point pour la densité ; b) 1 point; c) 1 point.

Exercice 3 : Fonctions caractéristiques et vecteur gaussien (4

points)

a. Soit X de loi exponentielle de paramétre . Comme Re(A —#t) = A >0, ona
|E—(3’~ - i:t)ﬂ?| — e—Azx _y()en —co.Donc:



+ o0
px(t) = /)‘ e~ T dr = P2
0

b. Les variables X et —Y sontindépendantes, et f{:'_}r(t:l = @Y{—i:‘ . D'apres I'exercice 1

-1 ., 1 _ 1
@X_Y(t)_l—itxl+it_1_|_t2

Soit Z de densité %E_M . En coupant l'intégraleen 0 :

+00 +oo
1 —(1—1t 1 — (142t 1/ 1 1 1
@Z(t)zife ( ﬁ)ZdZ'FQ‘/B ( E)Zdzzi(l—it_kl—kit):l—f—tj
0 0

||

La fonction caractéristique caractérise la loi. Donc X — Y a pour densité %E_ :C'estla

loi de Laplace.

c. Pour un vecteur gaussien centré de covariance I',ona
o, v) = e:{p(—%{u, u) I (u, ’U)T) i (uw) I I:’i'_.a:,’i'..':lT = 2u? 4 2uwv 4 2v2, donc
— {2 2
Py ) = e T u ),

Lecouple (U, V)= (X +¥% X —Y) estlimagede (X, ¥ ) parune application linéaire.
C'est donc encore un vecteur gaussien centré. De plus :

Var(U)=24242x1=6, Var(V) =242 -2x1=2, Cov(U, V)= Var(X)— Var(¥) = 0.

Par conséquent (P(UV]':S’ t) = E—(E,s? +2t3)/2 _ e—3s2—t2 — @U'@' @V{t} _Donc

[/ et V sontindépendantes, avec U ~ AN(0,6) et V ~ AN(0,2).
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Enrevanche, Cov(X,¥) =15 0.Donc X et ¥ ne sont pas indépendantes.

Baréme : a) 1 point ; b) 0,5 point pour % x_+, 1 point pour ['identification de la loi ; ¢) 0,5 point pour
@(X,Yj , 0,5 point pour le caractére gaussien et les covariances, 0,5 point pour les conclusions.

Exercice 4 : Espérance conditionnelle sur un triangle (3 points)

I

a. Pour 0<x<l, fylr)= fﬁdy — 2z .Pour O<y <1,
i 0
f&r{y) — fﬁ dx = 2(1 — y) . Les deux densités sont nulles hors de 10,1] .
I

Sur le triangle {0 < = <y <1}, de mesure % ,ona fx{i?}fy':y:l =4z(l —y)>0,
alorsque f yestnulle.Donc X et ¥ ne sont pas indépendantes.

R flz,y) 1
b. Pour 0 <« <1, ladensité conditionnelle vaut fv | x = »(y) = o) = £110, 2[ (%)
Sachant X = x,lavariable ¥ suit donc la loi uniforme sur 0, [ , de moyenne % Ainsi
X
HY |x]=7%"

Vérification. La variable X /2 est o (X ) -mesurable. Soit A mesurable bornée. D'une part :

T 1

F[Y h(X)] = 7 ny dy|h(z) dz = f$2h($) da.
0

0 0



1 1
D'autre part, [E[%h{}{ﬂ = f%h{x} ¥ 9rdr = fﬁgh{ﬁ) dx . Les deux espérances
]

0
coincident. C'est la propriété caractéristique de E[Y | X].

1
c. D'abord, [E[X] = fﬁ;p? de = % ,donc E[¥] = [E[IE[Y | X]] = % Ensuite,
°
directement, E[¥] = fzy(l —y)dy =1-2 =1 ponc E[¥]=1.
0

Baréme : a) 0,5 point pour les marginales, 0,5 point pour la non-indépendance justifiée ; b) 0,5 point pour
la densité conditionnelle, 0,5 point pour E[¥ | X'], 0,5 point pour la vérification ; c) 0,5 point.

Exercice 5 : Probleme : lois gamma et changement de variables
(5,5 points)

a. Parindépendance, le couple {X, Y} a pour densité le produit des densités :

pa—1yb—1~(5+Y)
f(% y) = I'(a)I(b) 1]0}+m[2($: y)+

b. Soit (s,%) € |0, +oo[ x ]0,1[ . Onrésout = + vy = s et ny = 1t :on trouve
r=zste ¥ = 3{1 — t:l , qui sont strictement positifs. Ainsi ¢ est une bijection, de
réciproque (s, t) = (st, s(1 — £)).

Les applications ¢ et 1 sontdeclasse (1, car rationnelles & dénominateurs non nuls. Donc
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¢ estun (1 -difféomorphisme. Le jacobiende 1t vaut:

det(l 2y s —s) = —ts —s(l —t) = —s, donc |Jy(s, t)| = s.

c. Soit h mesurable positive sur [R<. Par le théoréme de changement de variables

{$! y:' = 'ﬁb{*ﬁ: t:' :

E[R(S, T)] = / h(¢(z, y))f(z, y)de dy = / his,t) f(st,s(1—t)) s ds dt.
10,+oo[ 2 10,400 x 10,1[

On calcul setb e £ It it sous la forme d'un produt
n calcule f{gﬁ] 5{1_1})3 = @I . On I'écrit sous la forme d'un produit :

ga+b—1,—s Ia+b) a— _
fL%TU@:ﬂ==[ T(atb) ] lfm@fxmt H1-e)*7

Cette densité est un produit d'une fonction de 5 par une fonctionde % .Donc 5 et T sont
indépendantes. Le premier facteur est la densité de P{a—l—b, 1} , d'intégrale 1. Donc le second
facteur est aussi d'intégrale 1 sur 0, 1 , ce qui donne :

I'(a)I'(b)
I'(a+b)

ta—1(1—¢)0"1q¢ =

Ainsi § ~ I'(a 4+ b,1), et T suitlaloi béta de paramétres o et .

+oo

d. D'abord, E[X] = ﬁ f$'55 e~ Tdr = Pﬁ&u — a.Deméme, E[S]=a+b.
a0




Les variables 5 et I sontindépendantes et intégrables ( I" est bornée). Donc
E[X] = E[ST] = E[S]E[T],soit a = (& +B)E[T]. Ainsi E[T] = 7.

¥}

e.Pour o = bh =1, X et ¥ suivent laloi exponentielle de paramétre 1. La loi béta (1,1} est

la loi uniforme sur 0, 1[ . Donc %<7 suit Ia loi uniforme sur 0, 1] et elle est

indépendante de X + Y , de densité s ¢—=. Autrement dit, connaissant la durée totale, la
part de la premiere durée est uniformément répartie.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour la bijection, 0,5 point pour le caractére (1 de c;f> et 1,&’) , 0,5
point pour le jacobien ; c) 0,5 point pour le changement de variables, 0,5 point pour la densité du couple,
0,5 point pour I'indépendance et les lois, 0,5 point pour I'égalité béta-gamma ; d) 0,5 point pour [E[X ] ,
0,5 point pour E[T'] ; e) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du controéle : loi d'un vecteur aléatoire et
indépendance

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Variables aléatoires et espérance » en L3
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés variables aléatoires et espérance.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Controle de maths L3 : partiel final : intégration et probabilités
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