Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : inversion locale et
fonctions implicites

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : inversion locale et fonctions implicites 4 points
Exercice 2 : Coordonnées polaires 4 points
Exercice 3 : Un difféomorphisme global du plan 4 points
Exercice 4 : Plan tangent a un hyperboloide 3 points
Exercice 5 : Probleme : le folium de Descartes 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : inversion locale et fonctions

implicites (4 points)

a. Théoréme d'inversion locale. Soit 7 unouvertde R", U= R™ declasse ¢l et
a € U.Si df{a) estinversible, alors il existe un ouvert ¥ contenant @ etunouvert W
contenant f{a} tels que f réalise une bijectionde ¥ sur T¥ , dont la réciproque est de
classe 1.

Autrement dit, f induitun ¢1-difféomorphismede V¥ sur ¥ . De plus,
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d(fFH(fz) = (df{$})_1 pour = € V,etsi f est ¢k, alors F—! I'estaussi.

b. Théoréme des fonctions implicites. Soit F': {2 — R declasse 1 et {a,b} € {7 tel que
g F
Flab) = 0 et ﬂ(&,b} ?é 0.

Alors il existe deux intervallesouverts I = a et J 2 b,avec I x J {2, et une fonction
@: I — J declasse ¢l telsque:

Viz,y)eIxJ Flzy)=0%<y=p(x).
Si F' estdeclasse (%, alors ¥ I'est aussi.

c. Pourtout « € I,ona F(z, ¢(r]) = 0.Larégle de dérivation des fonctions composées
donne :

32w, 0(w)) + @' (2) G (7, o(2)) = 0.

Par continuité, %—F ne s'annule pas pres de {a,b} , quitte a réduire I . Ainsi

8, Flr,ol)
¢E) = 3 Flrpl@)

Baréme : a) 1 point pour les hypothéses (classe 1, différentielle inversible), 0,5 point pour la conclusion
avec la réqularité de la réciproque ; b) 1 point pour les hypothéses, 0,5 point pour I'équivalence sur
I x J ;c) 0,5 point pour la dérivation, 0,5 point pour la formule avec la justification de la division.



Exercice 2 : Coordonnées polaires (4 points)

a. L'application P estde classe =, car ses composantes le sont. Sa matrice jacobienne est :

Jp(r6) = ((S:ionsg r[?g;ig;%a), det J p(r,6) = rcos20 + rsin?d = r.

Sur IF,ona 7 >0, donc la différentielle est inversible en tout point. Par le théoréeme
d'inversion locale, I est un difféomorphisme local au voisinage de tout pointde 7.

b. Pourtout (8} € U, P(r,8 +27) = P(r#). Donc P n'est pas injective sur 7 . Par
conséquent, P n'est pas un difféomorphisme de T7 sur son image, puisqu'un
difféomorphisme est bijectif. Cet exemple montre qu'un difféomorphisme local en tout point n'est
pas forcément global.

c. Injectivité. Supposons P(rd) = P(fr*’,tﬁ";} avec (nd), (?‘*’,5";:1 € V . En prenant la norme
euclidienne, r = r/.Comme r >0, onobtient cpsd — cosd’ et sind = sind’ . Donc
8 —8" ¢ agF. Or ||5'—5'I|=::2¢r,donc g8 =g

Image. Tout point non nul du plan s'écrit {?‘cosﬁ', rsint’i’] avec 71 = ([ etununique
8 € |—m | . Lecas @ = r correspond exactement aux points (z, 0} avec x < 0. Ainsi
P(V) = R2 \1(]—0‘0, 0] % {D]) , qui est un ouvert.

Théoréme d'inversion globale. Si f estde classe 1 etinjective surunouvert ¥, avec
df(z) inversible pourtout = € ¥V, alors f(V') estouvertet f estun ¢l-

difféomorphisme de ¥ sur f{V:l . Ici, les trois hypotheses sont vérifiées. Donc F réalise

un ¢1l-difféomorphisme de 7 sur le plan privé de la demi-droite |—co, 0] x {0},

Baréme : a) 0,5 point pour la jacobienne et le déterminant, 0,5 point pour la conclusion ; b) 1 point ; c)
0,75 point pour l'injectivité, 0,5 point pour I'image, 0,75 point pour I'énoncé et I'application du théoreme
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d'inversion globale.

Exercice 3 : Un difféomorphisme global du plan (4 points)

a. L'application [ estde classe ¢, de matrice jacobienne :
Jf(zy) = (1 %COS Yy %)} det Je(zy) =1 — %cos TCos Y.

Comme |n::os T cos y| < 1, onobtient det Jf{;r;’y:l >1 —% = % = (J . Par le théoréme

d'inversion locale, f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point.

b. La fonction sinus est 1-lipschitzienne, par I'inégalité des accroissements finis. Pour w = {,ﬂ:,y} et
v = (z/,y'), onadonc:

1

: = le(Sin Yy — sin y,)g + le(SiH r — sin 35'")2 S i|u — ’U|2.

1g(u) — g(v)|

Ainsi & est 1 -lipschitzienne. Ensuite, I'inégalité triangulaire renversée donne :

2

flu) = fo)] = m—vi—|g(u) — g(v)| = Fiu— v

Si flu) = f(v),alors 1w —wu =0 : [ estinjective.

c. L'équation flu) = w équivauta u + glu) = w, cesta-dired T(uw) = u.0r T est %
lipschitzienne, car |T'(uw) — T'(u)| = |g(w) — g(v)| . C'est donc une contraction de R2, espace
complet. D'apres le théoreme du point fixe de Banach, T admet un point fixe :
I'équation f{u) = w a une solution. Ainsi  f est surjective.



d. D'aprés b) etc), j estune bijectionde [R2 sur [R2.Elle estde classe 1, injective, et sa
différentielle est inversible partout d'aprés a). Par le théoréme d'inversion globale, [ est un
1 -difféomorphisme de [2 sur lui-méme (et méme <°).

comme f(0,0) = (0,0),ona d(f~1)(0,0) = (df{[],[]})_l. Or:

2 1 1 12
J£(0,0) = 1&1 |, det=%) (Jf(0,0)) =%( 1 )
L -3 1
4 2
Donc la matrice de d{f_l}{[],[]} est 32 f
3 3

Erreur fréquente : conclure dés a) que | est un difféomorphisme global. Un jacobien partout non nul
ne donne que l'inversion locale, comme le montre I'exercice 2.

Baréme : a) 0,5 point pour le jacobien et sa minoration, 0,5 point pour la conclusion locale ; b) 0,5 point
pour le caractére lipschitzien, 0,5 point pour l'injectivité ; c) 0,5 point pour la reformulation, 0,5 point pour
le point fixe ; d) 0,5 point pour la conclusion, 0,5 point pour la matrice.

Exercice 4 : Plan tangent a un hyperboloide (3 points)

a. Posons h(r,y,z) = 2 + y? — z2 — 1. Cette fonction est de classe (°° et
S = h,_l( {01). Son gradient vaut ¥ h(z,y,z) = (2z, 2y, —2z) . l ne s'annule qu'en
'origine, qui n‘appartient pasa § car A{0,0,0) = —1.

Donc dA(p) estsurjectivede R3 sur R entoutpoint P de § : A estunesubmersion le
longde S .Par conséquent, 5 estune sous-variété de [3 de classe (*°° etde
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dimension 3 —1 = 2.

b.Ona 14+41—1=1,donc a € § .L'espace tangent est le noyau de la différentielle :
T, S5 = ker dh(a),avec V h() = (2,2, -2).

Ainsi T,5 = [{ul,ug,ug} R Uy + Uy — Ug = D,D} . Le plan tangent affine a pour
équation (z — 1)+ (y—-1)—(z—-1) =0,s0it £ +y—2z=1.

c. Un point de la droite s'écrit (1 +%,1,1 4+ £) avec ¢ € R. Alors
(1-|-t}2 +1 - (1+t}2 — 1. Donc toute la droite est contenue dans § .

Le vecteur u = (1,0,1) vérifie 14+0—1=0,donc u € T3 5. Cestcohérent: la vitesse
en @ d'une courbe tracée sur & appartient a I'espace tangent. D'ailleurs, cette droite est aussi
incluse dans le plan tangent affine, car  {1+t) +1 — (1+¢) = 1.

Baréme : a) 0,5 point pour le gradient non nul sur &, 0,5 point pour la conclusion ; b) 0,5 point pour
T 45, 0,5 point pour le plan affine ; ¢) 0,5 point pour I'inclusion, 0,5 point pour la cohérence.

Exercice 5 : Probleme : le folium de Descartes (5 points)

a. Ona %—‘gr{a:,y} = 33;3 — 3z, qui s'annule si et seulement si & = yg . En reportant dans

I'équation de C :

y6 + y3 — 3y3 = yS(yS_g) — 0.

Donc ¥ = 0,etalors & = 0 ; ou bien = %ﬁ,et alors  » — %f@ . Les points cherchés



sont O = (00)et B = (3\.@! %&)

b. On calcule F(A}:%+%_¥:D,donc A € C. Ensuite:
0 F _ 27 _9_9 g F _ 2 9 _ 9.
gy,(A) =7 —5=3#0, 5,(A)=F —5=1

La fonction ' est polynomiale, donc ¢“° . Le théoréme des fonctions implicites fournit donc %

de classe ¢ au voisinage de % , avec cp(%) = % D'apres I'exercice 1 :

B2

c. Pour x voisin de , la relation de I'exercice 1, divisée par 3, s'écrit :

22 — p(x) + (p()? — z)p'(z) = 0.

En dérivant une nouvelle fois :

2z — ! + (200’ —1)p! + (Lp? — m)tp” = 0.

—1,onobtient 3 41 + (_3 — 1:] {_1:, + %@H =0,

)__E
= —%.

En ;p:%,avec lp:%et !

donc 8 + %fp” — [ . Ainsi (p”(

=Sy L%
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2 2
La formule de Taylor-Young donne alors 9;,(3;:, — (3 — j::, — _%(x — %) + 0((1-; _ %) ) ,

Au voisinage de 4 , la courbe est donc en dessous de sa tangente.

C:x*+y>—3xy=0 .

273 4+ 376 3743

et

d. Pour t?é —1,posons I =14 t3.Alors £3 4 43 =
3zy = %t;.Donc F(M() = 0 : M(£) € C.

D3 D2

Quand t — 0, M(t) ~ (3%,3t2) tendvers (O, tangentiellement & I'axe des abscisses.

Quand t — Joco, M{t} ru (t%: g) tend aussi vers {1}, tangentiellement a I'axe des

ordonnées.



La fonction x=(t) = est continue sur |0, +oo[ , positive, et tend vers 0 en 0 eten

3t
1413

+o0 . Donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, toute petite valeur g > 0 est atteinte
par un petit £ etparungrand s.Lespoints Mt} et M{(s) sont distincts, car % vaut t

I
pour l'un et 5 pour l'autre. De plus, ils sont tous deux proches de .

Ainsi, aucun voisinage de O ne rencontre ( selon un graphe y = @(z) . La symétrie
F(z,y) = F(y,5) exclut de méme un graphe x = (). C'est cohérent avec
¥ F(0,0) = (0,0) : aucune des deux versions du théoréme ne s'applique, et & est un point
double.

Baréme : a) 0,5 point pour la condition x = yg, 0,5 point pour les deux points ; b) 0,5 point pour la
vérification et I'hypothése, 0,5 point pour (p*’, 0,5 point pour la tangente ; ¢) 1 point pour fp” , 0,5 point
pour la position ; d) 0,25 point pour {t) € C, 0,75 point pour I'argument des deux branches.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : inversion locale et fonctions

implicites

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Inversion locale et extrema liés » en L3
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés inversion locale et extrema liés.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme
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