Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : inégalités de
Holder et espaces Lp

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours, de Young a Holder 5 points
Exercice 2 : Inégalité de Jensen sur un espace de probabilité 4 points
Exercice 3 : Inclusions entre espaces Lp 5 points
Exercice 4 : Probleme, la bosse glissante et I'extraction presque partout 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours, de Young a Holder (5 points)

a.Si @ =0 ou H = 0,lemembre de gauche est nul et celui de droite positif : I'inégalité est
vraie. Supposons donc &, b > 0. Le logarithme est concave sur ]D, —|—CO|: , et % + % =1
avec des coefficients positifs. Donc

ln(j% aP + % bq) > %@ In(a?) + % In(b?) =1na+1nb = In(ab).

. : ?
La croissance de I'exponentielle donne alors gh < c‘; + % .

b. Traitons d'abord les cas dégénérés. Si |f|1,5J = 0, alors |f|1':J — () presque partout, donc
f = 0 presque partout, puis fg = 0 presque partout : le membre de gauche est nul. Il en va
de mémesi |91y = 0 . Si I'une des normes est infinie et I'autre non nulle, le membre de droite
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vaut —oo etil n'y arien a montrer.

Supposons maintenant 0 < |f|, <400 et 0 <|g]; < +02 . On normalise : F = % ot
F
= %,de sorte que fFP = ng = 1 . L'inégalité de Young, appliquée point par
g

. r g . L . "
point, donne  F'z < FT + GT . En intégrant ces fonctions positives,

/FGdu£%+%=Lsoit/Ifglduilfpmq.
X X

C'est l'inégalité de Holder.

c. Pour @ = g = 2, on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz : f|fg| < |f|2 191y Sur
1 1/2
[D, ],prenons g = 1, dont la norme vaut ly = fl dr — 1. Ainsi,
0

1
7l = [ 1f1x L < |y enparecuter, £2(1,1) € 1, 1)
0

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 pour le cas nul, 1 point pour la concavité ; b) 2 points : 0,5 pour les cas
dégénérés, 0,5 pour la normalisation, 1 point pour I'intégration de Young ; ¢) 1,5 point : 0,5 pour Cauchy-
Schwarz, 1 point pour l'inégalité sur [0, 1].

Exercice 2 : Inégalité de Jensen sur un espace de probabilité (4

points)

a. Inégalité de Jensen. Si ¢ estconvexesur R,si ¥ estintégrableetsi (¥ ) est
intégrable, alors @(E{Y}) < E(@{Y}:l

b. Posons m = E(¥ ), réelcar ¥ estintégrable, et prenons ¢ donné par la droite d'appui en
m . Pourtout w € 2, @(¥Y{w)) > @im)+ C(Y{m} — m:l . Les deux membres sont
intégrables. Par croissance et linéarité de I'espérance,



B(p(Y)) 2 p(m) B(1) + c( B(Y) = m (1)) = ¢(m) + c(m — m) = p(m),

On obtient @(E(Y )) < E(p(Y ). Lhypothese P(f) = 1 sertaécrire B{l) =1 :
I'espérance d'une constante est cette constante. Sur un espace de mesure quelconque, I'inégalité
est fausse en général.

— Yy oly)
— —. droite d'appui ¢(m) + c(y — m)

c. Pour 7 21, lafonction (y) = |y|r"ﬂ est convexe sur . Appliquée a la variable [¥7],
intégrable, I'inégalité de Jensen donne (E|Y|)T < E(|}’|"").

Ensuite, prenons {2 = {1,..., 7} muni de la probabilité uniforme, et Y(z) = In a..la
fonction exponentielle est convexe, donc

7

In a.

e}{pgrl—lg In a, g}—LE e .
1=1

Le membre de gauche vaut {al . aﬂ}lfﬂ . La moyenne géométrique est donc inférieure a

la moyenne arithmétique.
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Baréme : a) 1 point; b) 1,5 point : 1 point pour I'intégration de la droite d'appui, 0,5 pour le réle de
P{H} = 1;¢) 1,5 point : 0,5 pour la premiére inégalité, 1 point pour la moyenne géométrique avec le
choix de I'espace.

Exercice 3 : Inclusions entre espaces Lp (5 points)

a. Posons r = %} 1 et v/ = 7 E 7 SON exposant conjugué. L'inégalité de Holder appliquée a
|f|i':J et a la constante 1 donne

/r 1 1/r! q

1 1 1 1 r/
/|f|px1d)\g /|f|p”d)\ /1d)\ = /|f|qd)\ ‘
0 0 0 0

En élevant a la puissance }—j |f|p < |f|,§r si f e LY, alors |f|P < oo .
L0, 1) ¢ LP([0,1]). Le fait que A([0,1]) = 1 soit fini est essentiel.

1
Pour ¢ = 400 ,ona |f| = |.F'F|@O presque partout, donc f|_f‘|1':J < |f|§O.Ainsi
a

1flp < 11, et £°°([0,1]) ¢ LP([o,1]).

b. Ona |j'fﬂ|i':J = = @ P intégrable sur ]0,1] sietseulementsi o p <1 (critére de Riemann
en0).Donc f_ € EP(10,1]) si et seulement si p< %. Pour p < g < +o90, choisissons
— L Alors ap= %{1 ,donc f_ € LP mais ag =1, donc fﬂ%Lg.
L'inclusion 19 — P est stricte.

+oo

+co
c. D'abord, fgﬁ = f "i—‘g = 1 < +oo, mais /|g| = f "%r—‘m = oo . Donc
R 1

g € LE{HIT%} et g;E}Ll{[R}.

—

1
Ensuite, f|h| — fﬁ_lfg dr = 2, mais fh,g — f"%r—‘m = o0 . Donc
0

h€ Ll(";a} et h¢ LA(R).



Conclusion : sur [, qui est de mesure infinie, aucune des inclusions entre fl et 72 n'a
lieu. La fonction & décroit trop lentement a I'infini pour étre intégrable, tandis que # explose
trop vite en 0 pour étre de carré intégrable.

Bareme : a) 2 points : 1 point pour Hélder avec les bons exposants, 0,5 pour I'inclusion, 0,5 pour le cas
g = 02 ; b) 1 point; c) 2 points : 0,75 pour chaque fonction, 0,5 pour la conclusion.

Erreur fréquente : croire que [¢ - ¥ pour P < g surtout espace ; ce n'est vrai qu'en mesure
finie.

Exercice 4 : Probléme, la bosse glissante et I'extraction
presque partout (6 points)

a. Ona |fn|p = 1y, . donc |fn|§ = AMIp) = 27F o |f | —k/p . Comme
2k < n < 2k+1 l'entier k tendvers 400 avec 7. Donc |Jg _D| =0, f —0

dans [F . Enrevanche, )&{Iﬂ} > 0 donne |fﬂ|OO =1 pour tout 71 : la suite ne tend
pas vers 0 dans ,°° .

b. Fixons = € [0,1] et &k > 2.Les 29k intervalles I, ,pour 2% < n < 25+1, recouvrent
[0, 1] . Donc au moins I'un d'eux contient x, et fﬂ(:lijl = 1 pour au moinsun 7 de ce bloc.

Par ailleurs, x appartient a au plus deux de ces intervalles, qui ne se chevauchent qu'aux
extrémités. Or 2k > 4, donc au moins deux indices du bloc donnent f I:SJS‘:I = 0. Ceci vaut
pour chaque bloc : la suite {f {1?:':1 prend une infinité de fois les valeurs 0 et 1, donc elle
diverge, et ce en tout point.

Si I'on remplace chaque fﬂ par ﬂfuﬂ égale a fﬂ hors d'un négligeable IV, , I'ensemble
N = U Nn est négligeable, comme réunion dénombrable. Hors de IV, ?n{ﬂ:‘:l = f,®
T

diverge. Ainsi la divergence a lieu sur [0, 1] IV, de mesure 1 : aucun représentant de la
suite des classes ne converge presque partout.

c. Prenons p, = 9k, Clest-a-dire 5 = 0 : for = lr0,2-%] . Pour = € ]0,1],0na
fggc{ﬂi‘:l = 0 déesque 2=k < . Ainsi for = 0 sur ]0,1], donc presque partout, car
{0} est négligeable.
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d. Comme |95 ~ 9|, — 0 on construit (n1) par récurrence. On choisit 71 tel que
|9, — E’|1L,J <271 pour 7t Z 7y . Puis, ™g_1 étantchoisi, onprend g > Tp_ tel que
95 =~ 9y <27% pour m > Mg.Onabien |In, — 7| <27k,

W W
Posons S = Z |gﬂk — g| . L'inégalité de Minkowski donne |5N|P < Z 2k <1,

La suite ':SEF} est croissante, positive, et converge vers g¥ . Par le théoréme de Beppo Levi,

f.S’P = %{Pfgﬁf < 1.Ainsi 1Slp <1,

La fonction positive ¢ est d'intégrale finie, donc S est finie presque partout. En un tel point
T, la série ; |gﬂg¢{$:' — g(=)| converge, et son terme général tend vers 0. Donc

E’ﬂk — 9 presque partout. La conclusion ne dépend pas des représentants choisis,
puisqu'une réunion dénombrable de négligeables est négligeable.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la norme, 0,5 pour la convergence, 0,5 pour 1,°® ; b) 1,5 point : 1 point
pour la divergence en tout point, 0,5 pour I'argument sur les classes ; ¢) 1 point ; d) 2 points : 0,5 pour
I'extraction, 1 point pour Minkowski et Beppo Levi, 0,5 pour la conclusion.

Revenir a I'énoncé du controdle

Apres le corrigé du controle : inégalités de Holder et espaces Lp

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Espaces Lp » en L3 puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés espaces Ip.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.
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