Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : espaces de
Hilbert, projection et Parseval

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : projection et théoreme de Riesz 4 points
Exercice 2 : Projection sur le cone des fonctions positives 3,5 points
Exercice 3 : Distance a un sous-espace de polyndmes 3,5 points
Exercice 4 : Egalité de Parseval et somme des 1/n? 4 points
Exercice 5 : Probleme : transformée de Fourier sur la droite réelle 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : projection et théoreme de
Riesz (4 points)

a. Théoréme de projection. Soit < un convexe fermé non vide de I'espace de Hilbert & . Pour
tout = € H ,il existe ununiqgue p € C telque I — Pl = ylgfclﬂ? — ¥l.0n le note
Po(z). Deplus, P est caractérisé par :

peCetVyel,
JRB($_p)y_p>SO
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b. Sens direct. Soit p = Po(x) et ¥ € C.Pour t € ]0,1],lepoint p + t{y — p) est
dans (', car (' estconvexe.Par minimalité de P :

v —p —t(y—p)* 2 |& — pi2, soit —2tRe(z —p,y — p) + t2y — p2 2 0.

On divise par £ = U, puis on fait tendre £ vers 0 .On obtient Re( T —pYy— p) < 0.

Réciproque. Supposons I'inégalité vraie pour tout ¥ € €' .Pour ¥ € €', on écrit
r-—y=(E-p-(y—p, dou:

iz —y2 =1z —p2—2Re(z—p,y—p)+ |y —p2>|x—p2

Donc P réalise la distancede z a C,et p = Po(z).

c. Théoreme de Riesz. Pour toute forme linéaire continue % sur A , il existe un unique
a € H telque ¢(r) = { z,a) pourtout = € H .

Existence.Si @ = U,onprend g = 0.Sinon, F' = ker¢ estun sous-espace fermé (car
¥ est continue) et distinct de  H . Soit =z 5?_5 F e p= PF(JSD} . On pose
& = Ln— I, quiestnon nul.

Pour w € F',(levecteur ¥ = p + w estdans F'.Lla question b) donne Re< Z, ’w> <0,
Enremplagant w par —w puis par zw ,onobtient ¢z, w) = 0.Ainsi » ¢ pl.

Soit x € H .levecteur r — %z appartienta ', donc il est orthogonala = . Par
. () (=) - -
conséquent . 2% = =——%|z|4 . On pose alors _ I . on obtient bien
quent (2, 2) = ) P a =L

(z,a) = 222,20 = o).

Unicité. Si a@ et g/ conviennent, alors <$, a — a’} = 0 pourtout T.Avec = = a —a'
,onobtient g = a’.



Baréeme : a) 0,5 point pour existence et unicité, 0,5 point pour la caractérisation ; b) 1 point pour le sens
direct, 0,5 point pour la réciproque ; ¢) 0,5 point pour I'énoncé, 0,5 point pour x ¢ 7L, 0,5 point pour
la construction de @ et ['unicité.

Exercice 2 : Projection sur le cone des fonctions positives (3,5

points)

a. La fonction nulle est dans ', donc ' est non vide. Soient f,g € C et A € [0,1]. Alors
A f+{1—=2X)g > 0 presque partout. Donc ' est convexe.

Soit (fn:l une suite de (' qui converge vers f dans F,2 . D'aprés le théoréme de Riesz-
Fischer, une sous-suite l:fnk} converge vers | presque partout. Or chaque fﬂk est positive
presque partout, et une réunion dénombrable d'ensembles négligeables est négligeable. Par
passage a la limite, f > 0 presque partout. Donc ' est fermé.

b. D'abord, 0 < fT < |f|.donc f¥ e L2 et ft e C . Ensuite, f—fT = —f .De

plus, f"‘f = (] partout, car I'une des deux fonctions est nulle en chaque point. Pour tout
g e C .
1 1 1
<f—f+,g—f+)=—/f g+ff f+=—/f g <0,
0 0 0

car f_ > (0 et g = 0 presque partout. Par la caractérisation de I'exercice 1,

Pe(f) =T

c. La distance vaut |f — f+| = |f_| lci f_{;t:} = 1-2z sur [0, %] et (0 ailleurs. Avec

w=1-32x:
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-

Donc la distancede f a  vaut

Baréme : a) 0,5 point pour la convexité, 1 point pour la fermeture (sous-suite presque partout exigée) ; b)

0,5 point pour f+ c ', 1 point pour l'inégalité ; ¢) 0,5 point.

Exercice 3 : Distance a un sous-espace de polynomes (3,5

points)

a. Le sous-espace FE est de dimension finie 2. Il est donc complet, donc fermé dans H . C'est aussi

un convexe non vide. Le théoréme de projection s'applique : I existe et est unique.

b. Le projeté I est caractérisé par p € H et 2 — p L B Il suffit de tester sur la base
1 1

(1,z) . Avec p(x) = a+bx,ona f;t?gd;t?:%et f:r3d:r:
0

-

La seconde équation, multipliée par 2, donne g 4+ % = % On lui retranche la premiére : % =

,donc § = 1.Puis QZ%—%: —%-Ai“Si P{J?:'::’:_%'

. On obtient ainsi :



o

0 0,25 0,5 0,75 1

c. Le minimum cherché vaut |2 — p|2 .Comme £2 — p estorthogonala p € E,ona
2 :
22— pf® = (2~ p, 52) .Donc:

1 1 1
2 36 —45 4+ 10
z? — p] =/w4dx—/x3d$+%/$2d$—l 4+E=T0+=ﬁ'
0 0 0
Le minimum vaut ﬁ,atteint pour g — —% et 5 = ].Ladistancede rZ2a K vaut
11
donc 7180 = B/%

d. D'abord |12 = 1,donc €y = 1. Ensuite, & — { z, eq) g = & —

/(:J: _%)de = % Donc e;(x) = u‘ﬁ(a: —%) = V3 (2z - 1).

0

, de norme au carré

b-JII—‘

%]

Alors <;1: ED> = et (a: .91) = (% — %) = %.On retrouve
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pz%—k%kﬁﬂ{ﬁ;ﬁ—l}:x—%-

Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour les équations normales, 1 point pour la résolution ; ¢) 1 point ; d)
0,5 point.

Exercice 4 : Egalité de Parseval et somme des 1/n* (4 points)

a. Egalité de Parseval. Si (En:'n c 7 estune base hilbertienne de H , alors pour tout
f € H  lafamille (|{ f, Eﬂ>|g) est sommable et :

F12= > [ fe)l

n e s

De plus, f= Z < 1 En> €mn, la série convergeant dans H .
F

29T ( :I3 Do

. 1 1 | ¢—n 1 2
b. Dabord, CDI:f:I = ﬁf':t _ ﬂ':lg dt _ ﬁ|: 3 i|[:| = ,2— o % ,donc CDI:f:l = % .
0]

]
o

Soit n ?‘é 0.Onpose w =t —.Comme g—inT — {—1}ﬂ etque wu?sin(nu) est
impaire :

cn,(f) = (_22?’3/ u2 e tnu dy = (_21?3?1/ u2cos(nu) du.



Une premiére intégration par parties donne, car Sin(:l: n?r:l =0:

T '
u2cos(nu) du = g% usin(nu) du.
o Jo

Une seconde intégration par parties donne ensuite :

™

™ n T
[ usin(nu) du = {—%(nu)} + %/cos(nu) du = —M‘

— T

K
- 4r(—1)" , " —1"
Ainsi f uﬁcog(nu} dw = % . Par conséquent, Cﬂ{f} — (2? % 4 21:' — %
mn n
—r

2ar
c. D'une part, |f|3_2ﬂ_f(t_ }&dt—gﬂ- E‘%’TE:E D'autre part, I'égalité de Parseval
0
donne :
9 400
nt _ (w2 n E : 4 _ rt 18 1
h — 3 nt — 0 nd
n 7& 0 n=1
oo oo
4 4 4 4
Donc & #zﬂ?—%:% Ainsi #zﬂ—ﬂ

On remarque que seule la convergence dans J,2 sert ici : aucune convergence ponctuelle de la
série de Fourier n'est utilisée.
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Erreur fréquente : oublier que les indices " et —7 donnent le méme terme. La somme sur 1 ?é 0
vaut deux fois la sommesur n = 1.

Baréme : a) 1 point ; b) 0,5 point pour g, 1 point pour Cx (intégrations par parties justifiées) ; ¢) 0,5
point pour | f 2 point pour Parseval et le résultat.

Exercice 5 : Probleme : transformée de Fourier sur la droite

réelle (5 points)

a. Lafonction [ est continue et intégrable sur [ . On coupe l'intégrale en (. Comme
Re{l:l:af:l =1>0:

+oo +0o0
f(é) = f e 1T gg 4 f e 1) qp = e
0 0

Donc ?{f) = 1_552.

b. Dérivation sous l'intégrale. On pose ;g{;p] f} — E_ﬁzﬁg_”‘f . Pour tout =,
£ — k(z,£) estdeclasse (1, et |55}g{;r]§}| = |£|E—$2f3 . Cette fonction est intégrable
sur R etne dépend pasde £ . Parlethéoréme de dérivation sous le signe intégrale, T est de
classe (71 et:

g'(é) =1 (—w' e_‘rzm)e_m'ﬁ dz.
K

s . /
On intégre par parties, avec _,. ,—=2/2 _ (E—ﬂfﬁ) . Le crochet est nul, car



E—ﬂ?gx@ [ en e . Ainsi

[(_x o—52/2) izt 4q o —[ e=72/2(Zig)e~ %€ dg = i g(¢).
R

R

Donc F/(£) = 2 x 16 G(£) = —€ F(£). Par conséquent, (#g{f}é%i)ﬁ — psur R, qui
est un intervalle. Enfin, ’g’r‘{[ﬁl:l — V2. Donc fg’r{f} = O E_‘fgfrg.

12 — fo=e |3 — =12
— a—X2 L I 2
g0 3¢ 2,51 — g(§)=vame ¥

1 :
0,8 1 27
064 15
0,4 1 11
0,2 0,51

0 ; 0 ,

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
3

—d|r 1
c. Lafonction f estdans .l 7,2 .Deplus, f‘f | |d$ = 2X 5 =1 Lethéoreme de
1%

Plancherel donne donc :

4
dé = 27 x 1.
1+¢£2)°
/(1469

e

Donc 1 72—
A (1+£=)
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— 1§ :
d. Théoreme d'inversion. Si ~ € L1(R) et % € L1(R), alors hiz) = ﬁfh':f:lﬁm‘f dg
[k

pour presque tout . L'égalité a lieu en tout point ol /. est continue.

— 2 B
Ici f estintégrable et continue sur . De plus, f{f:l = @ est intégrable. Donc, pour tout

réel I :

—|z| _ 1 2 _ixé
e = 5. 1+£26 dég.

sin(xf)

1+¢2

La partie imaginaire de I'intégrale est nulle, car £ — est impaire. Donc

(=£) —|x
{C;i; d¢ = el

Baréme : a) 1 point ; b) 1 point pour la dérivation sous I'intégrale avec domination, 0,5 point pour
l'intégration par parties, 0,5 point pour la résolution ; c) 1 point; d) 0,5 point pour I'énoncé et les
hypothéses, 0,5 point pour le résultat.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : espaces de Hilbert, projection et

Parseval

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Espaces de Hilbert » en L3 puis entrainez-
Vous avec les exercices corrigés espaces de hilbert.


https://mathovore.fr/controle-maths-l3-espaces-hilbert-projection-parseval
https://mathovore.fr/espaces-hilbert-fourier-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/espaces-hilbert-fourier-exercices-maths-l3

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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