Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : différentielle de
Fréchet et formules de Taylor

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : différentiabilité et accroissements finis 3 points
Exercice 2 : Différentielles d'applications matricielles 5 points
Exercice 3 : Dérivées directionnelles sans différentiabilité 4 points
Exercice 4 : Théoreme de Schwarz et contre-exemple 3 points
Exercice 5 : Probleme : formule de Taylor et majoration du reste 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : différentiabilité et

accroissements finis (3 points)

a. Ondit que | est différentiable en @ s'il existe une application linéaire continue L :E — F
telle que

fla+h) = f(a) + L(h) + lhl e(h), avec hliglo e(h) = 0.

Cette application I est alors unique : on lanote df(a) .
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Supposons [ différentiable en @ . Pour h assez petit, I'inégalité triangulaire donne

fla+h) — f(a)| < |LIIRI + Rl |e(h)).

Or I estcontinue, donc |L| estfini,et &(h) — O . Ainsile membre de droite tend vers 0.
Par conséquent, f(a+h) — f(a) quand h — (0 : f estcontinueen a.

b. Inégalité des accroissements finis. Soit I/ unouvert convexede F et f:U — F
différentiable sur 7 . S'il existe M > 0 telque |df{z)| < M pourtout = € U7 (norme
d'opérateur), alors

Va belU |f(b)— fla)]< MIb—al

Si df(x) = 0 pourtout = € UJ, on peut prendre M = 0. Alors, pour tous @, b € U, on
obtient |f(B) — f(@)| < 0,donc f(b) = f(a).Ainsi f estconstantesur U/.

Baréme : a) 0,5 point pour la définition (linéarité et continuité de I, , reste en petit 0), 1 point pour la
preuve de la continuité ; b) 1 point pour I'énoncé complet avec la convexité, 0,5 point pour la
conséquence.

Exercice 2 : Différentielles d'applications matricielles (5 points)

a. Pour A, H € M, (R), on développe sans commuter les produits :

F(A+H) = (A+H)? = A2+ AH + HA + H?.



L'application L:H — AH + HA estlinéaire. Elle est continue car |L{H)| < 2|4| | H|
. De plus, la sous-multiplicativité donne | F 2| < |F|2, donc HZ2 = O{IHI} .

Ainsi [ est différentiableen 4 et df(A)(H) = AH 4+ HA.

. D'abord, pour A et A-+4H inversibles, on factorise :

(A+E) 1 — A = (A+H) YA - (A+H)A ' = —(A+H) T H AL
Ensuite, on en déduit :

(A+H) ' A Al gA = (A A+ D H A = A+ ' A AL

C'est I'égalité demandée. Comme GL.,(R) estouvert, A + H estinversible pour H assez
petite. Par continuité de l'inverse, {A-|-Hj_1 — A1 donc |{A—|—H}_l| < 21 A—1| pour
H voisine de 0. Par conséquent,

_1|3

l(a+E) T — A ATHATY < 204717 1HIZ = o(1H)).

Enfin, H — — d—1f A—1 estlinéaire, donc continue en dimension finie. Ainsi 9 est
différentiableen A et dg(A)(H) = -A—1HA"1,

T
. Par la formule de Leibniz, det(f, + H) = z £(o) H (b + ha(e),e) .

o g=1

Le terme ¢ = id vaut H (1+hg) =1+ tc(H) + By (H) ,ou F1 estunesomme

T
de mondmes de degré au moins 2 en les coefficients de H . En effet, une permutation & ?é 1d

déplace au moins deux indices. Son terme contient donc au moins deux coefficients de H : il est
aussi de degré au moins 2.
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Toutes les normes étant équivalentes en dimension finie, un polyndme sans terme de degré
inférieur a2 estun  O(|F|2). Donc det(I, + H) = 1 + tr(H) + o(|H ).

Soit maintenant A inversible. On écrit A + H = A{In + A_]'H:l et
|lA—1H| < |A—1] | H. Alors

det(A+H) = det(A)(1 + tr(A~ H) + o(1H)).

L'application H — det{A)tr( A—L1H) est linéaire. Donc
d{det)(A)(H) = det(A) tr(A—1H).

Erreur fréquente : écrire df{A)(FH) = 2AH . Les matrices A et H ne commutent pas en
général.

Bareme : a) 1 point pour le développement et le reste, 0,5 point pour la conclusion ; b) 0,75 point pour
I'égalité, 1 point pour la majoration du reste avec la continuité de I'inverse, 0,25 point pour la conclusion ;
c) 0,75 point pour le développement de det(I,~+H ), 0,75 point pour le passage & A. inversible.

Exercice 3 : Dérivées directionnelles sans différentiabilité (4

points)

a. Soit v = (h,k) £ (0,0) et t3£ 0.Comme f(0,0) = 0, on étudie le taux d'accroissement.

t3p2k t ik

£AR% 4 1252 — fapt 4 g2 9ONC

Si Es:?/: 0,ona flth,tk) =



Si k = 0,alors A ?é Oet f(th,0) = 0 pourtout t,donc letauxvaut 0.
. R . .
Ainsi D, £(0,0) = T si k ?é O,et D, f00)=0si k=0.

. Avec e; = (1,0) et ey = (0,1), ontrouve De; f(0,0) = 0 et Dey f(0,0) = 0.
Cependant, De, + ¢, f(0,0) = l?é 0 + 0 . L'application v — D, f(0,0) n'est donc
pas linéaire.

Or,si [ était différentiable en (0,0}, on aurait D, f(0,0) = df{0,0)(u) , qui est linéaire en
. Par conséquent, [ n'est pas différentiable en (0,0} .

4 ]
. Pour :J:%D: f(;n,;ngjzhzi.

Donc  f(r,z2) — % quand x — 0 ,alorsque (z,z?) — (0,0) et f(0,0) =0.la
fonction f n'est pas continue en {D,D} , ce qui confirme la non-différentiabilité (exercice 1).
Sur la figure, la parabole est une ligne de niveau, alors que f tend vers 0 le long de toute droite.
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d. D'apres a), %{D!D} = Delf{[j![j:' =0 et %{D:D} = DEZf{D!D} = 0 . Les deux
dérivées partielles existent et sont nulles, mais | n'est méme pas continue. En effet,
I'existence des dérivées partielles en un point ne donne aucune information dans les autres
directions. Il faudrait leur continuité sur un voisinage pour conclure que f est de classe 1.

Baréme : a) 1 point pour le cas k& ?é 0, 0,5 point pour le cas k = 0 ; b) 0,5 point pour la non-linéarité,
0,5 point pour la conclusion ; ¢) 0,5 point pour le calcul, 0,5 point pour la discontinuité ; d) 0,25 point pour
les valeurs, 0,25 point pour la justification.



Exercice 4 : Théoreme de Schwarz et contre-exemple (3 points)

a. Pour h# 0, g(h,0) =0, donc g_i@:'j}' — 0 .Deméme, g{0,k) = 0, donc
¢ g
0 300) = 0.

, ity v,
Ensuite, |3_¢2 _ y2| < ra + yg, donc |9'|:ﬂ?,y:'| < |$y| < 5 , car |:|,:1:| — |y|:| > 0.

Ainsi - g(z,y) — ¢(0,0) — 0 = O(|(z,y)|?) = o(|(x,v)|). Donc 7 est différentiable en
(0,0) et dg(0,0) = 0.

b. Soit y?é 0.Comme g{0,%) = 0, onapour h?“: 0:

g(hy) —g(0,y) _ y(h?—y?) B

h+y?2 h—0

— 2 Ld
De méme, pour :E?é[j et k;?é[:]: glz, k) g(:r,[]]l:sr[m kj_}j:.

k 2 + k2
onc 0y = -y et 3 y{a:, ) = x, formules encore vraies en aprés a).
[ 2 g (g . 3 g
c. Lafonction y — ==(0,y) = —y apourdérivée —1.Deméme, z — ﬁ':f’![j:' — s o3

2g 2 g

o NP o
pour dérivée 1 . Ainsi 540 $([j![j} = ] et 3.5 y(D!D:' =1.

Théoréme de Schwarz. Si J estdeclasse 2 surunouvert {J de [RZ, alors pour tout

82 ¢ 84 ¢
el 5‘:1:5'y(a} - S'yﬁ‘a:{a)'

Ici, les dérivées croisées different en  (0,0) . Il n'y a donc pas de contradiction: g n'est de
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classe (*2 sur aucun voisinage de (0,0) . Ses dérivées secondes croisées ne sont pas
continues en l'origine, bien que ¢ soit ¢ sur R2\ {(0,0}} .

Baréme : a) 0,5 point pour les dérivées partielles, 0,5 point pour la majoration et la différentiabilité ; b) 0,5
point par dérivée partielle ; c) 0,5 point pour les dérivées croisées, 0,5 point pour I'énoncé de Schwarz et
I'explication.

Exercice 5 : Probleme : formule de Taylor et majoration du

reste (5 points)

a. Les fonctions (z,y) — e% et (r,y) — cosy sont % sur R2, comme composées de
fonctions usuelles et des projections. Leur produit % est donc ¢°, en particulier 2.

Cos ¥ cos —sin
Vp(zy) = (e _eMsiny); Hess ¢(z,y) = ex(—sinyy —cos y)

e (00): Vo0 = (1,0) et Hessp(0,0) = ([\ear?15 50, )-

b. Comme % est 2, la formule de Taylor-Young a I'ordre 2 s'applique :

o(z,y) = 9(0,0) + = + 3(22 — y2) + o 22 + y2).

i 2 42
Ainsi gTcggy = l+z+2 5 L + o z24y2)-

wry—1—=x g2 —y4
2+ 32— AWalt g T o(1)-

c. D'aprés b),



Le long de I'axe ¥ = 0, cette quantité tend vers % .Lelongdel'axe x = 0, elle tend vers
—% . Les deux limites different, donc la limite n'existe pas.

d. L'ensemble P est un demi-plan ouvert, donc un ouvert convexe. Pour une fonction a valeurs
réelles, la norme d'opérateur de  dep(z,y) est la norme euclidienne du gradient :

|V(r,y)| = e?\Jcos2y + sin“y = e? < e sur P
Par I'inégalité des accroissements finis sur le convexe P, [p(b) — ()| < e lb —al.

cosy  —sin,
—Sin Yy —COos¥y
valeurs propres valent donc 1 ou -1, et sa norme d'opérateur euclidienne vaut 1 . Par
conséquent, |Hess p(z,y)| = e7.

e. Posons § = ( ).Cette matrice est symétrique et vérifie §2 = Iq.5es

Sur la boule unité fermée, qui est convexe,ona = < 1,donc |Hess ¢| < e . Ll'inégalité de
Taylor-Lagrange & I'ordre 2 sur le segment [0, 4] , avec A = (z,y), donne alors

[o(h) — p(0) — dp(0)(h)| < %&u}?Hess o] hI2,

Ainsi |eTcosy —1— | € £(52 + y2) pour 2 +y2 < 1. Cerésultat est cohérent avec
) : le quotient reste borné, sans avoir de limite.

Baréme : a) 0,25 point pour la régularité, 0,5 point pour le gradient et la hessienne, 0,25 point pour les
valeurs en {D,D} ; b) 1 point; ¢) 0,5 point par chemin avec la conclusion ; d) 0,5 point pour la convexité
et la borne du gradient, 0,5 point pour I'inégalité ; e) 0,5 point pour la norme de la hessienne, 0,5 point
pour la majoration finale.
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Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : différentielle de Fréchet et formules
de Taylor

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Calcul différentiel » en L3 puis entrainez-
Vous avec les exercices corrigés calcul différentiel.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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