Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : convergence
monotone et lemme de Fatou

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours, le lemme de Fatou 4 points
Exercice 2 : Deux limites par convergence monotone 4 points
Exercice 3 : Intégration terme a terme et somme des inverses des carrés 6 points
Exercice 4 : Probleme, masse perdue et fonctions presque partout finies 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours, le lemme de Fatou (4 points)

a. Théoreme de convergence monotone (Beppo Levi). Soit l:fn:l une suite croissante de
fonctions mesurables de X dans [0, +o0], et f=himf = sup fo. Aors f est

mesurable et ff dp = n _1111}'_00 f fp A+, 1égalité ayant lieu dans [0, +c0].
X X
b. D'abord, chaque 90 = klgfn fk est mesurable, comme borne inférieure d'une famille

dénombrable de fonctions mesurables & valeurs dans [0, +c0]. Ensuite, la suite {gﬂ} est
croissante : quand 7. augmente, la borne inférieure porte sur un ensemble d'indices plus petit. Sa
limite vaut 51;11}3 klgfﬂ f}: = lm}sz f‘n
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Par ailleurs, pourtout & > n,ona L < fk.,donc ,/gﬂ < ffk par croissance de

l'intégrale des fonctions positives. En passant a la borne inférieure sur % > %, on obtient
< _inft f .
fgﬂ “k>n fk"

Enfin, le théoreme de Beppo Levi s'applique a la suite croissante positive {gn:l ;

fhmnlnf f. dM=RL1>r3_OO/9n dMSﬂl_l}rI_li_oo klgfnffk d,u:hmnlnf[fn d .
X X X X

C'est le lemme de Fatou. La derniére limite existe dans [0, +oco] car la suite des bornes
inférieures est croissante.

Baréme : a) 1 point (hypothéses de croissance et de positivité exigées) ; b) 3 points : 0,5 pour la
mesurabilité de 9, 0,5 pour sa croissance et sa limite, 1 point pour l'inégalité

f g < nf f i i 1 point pour I'application de Beppo Levi et la conclusion.
n E>mn

Exercice 2 : Deux limites par convergence monotone (4 points)

I

a. Fixons £ = 0 etposons () = u ln(l —|—%) pour u >>0.Avec s = & > (0, on calcule

x/u

La fonction (s) = In{1 + 5) — l—l—i,s vérifie 1(0) = 0 et

! 1 1 5
’ﬁb@:1+5—(1+5:I2:{1+5]925.Donc P >0 sur [0, 4oof et ¥ est

croissante.

Ainsi (1_|_E:|n — % croltavec n.De plus, 1 l:ﬂ?:l croit avec 71, et tous ces facteurs
n = £ . ' |: ,'ﬂ-] ’

sont positifs : la suite {fﬂ} est une suite croissante de fonctions mesurables positives. Pour &
n
fixéet . = x,ona fﬂ{$}_(1+n) ge—4Z , quitend vers T g—4T — ¢ . Par le

théoreme de Beppo Levi,



—+ 00 —+ 00

. gn}rm [ (z)dz = f e~ T dxr = 1.
0 0

La limite vaut 1.

b. Pour t > 0,ona 0<1l—et<tet 1l—e—t<1 Avec { = 5 2, on obtient

0 < hplz) < mln(ﬂ 1) or
+o0 00
[ min(n}#)da?: / ndr + / —‘S= + v = 2.
0 0 /v

Par croissance de l'intégrale, J, < 2/m : J,, est fini.

Ensuite, pour = >0 fix¢, ¢—n z2 décroitavec n,donc (hy(xz)) est croissante, de limite

Les h., sontcontinues, donc mesurables, et positives. Le théoréme de Beppo Levi donne

+oo 1
lim J,, = f dr . Cette intégrale vaut oo, car déja f‘i_ig — %_1 tend vers oo .
0 £

Donc J, — +co,

Baréme : a) 2 points : 1 point pour la croissance de %, 0,5 pour la monotonie de {f ﬂ:l et sa limite
simple, 0,5 pour la conclusion ; b) 2 points : 0,5 pour I'encadrement, 0,5 pour la finitude, 1 point pour la

monotonie et la limite infinie.

Erreur fréquente : oublier I'indicatrice 1[[:], n] dans I'étude de la monotonie ; ici elle croit aussi, donc le

produit reste croissant.

Exercice 3 : Intégration terme a terme et somme des inverses

des carrés (6 points)
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a. Pour = =0,0ona 0 <e T <1.Lasérie géométrique donne alors

400

_ o0
Fr1= ez =5eT" ) eThr= Y genT
k=0 n=1

L'égalité est établie pour tout = > 0.
b. Lafonction = — © e~ ™7 est continue et positive sur [0, +-00[ . Son intégrale de Lebesgue

est donc la limite des intégrales sur [D, A] quand A — oo (Beppo Levi appliqué aux
fonctions T e~ ™% 1[[], A] ). Par intégration par parties sur le segment,

A A
-nz]A —n A .-n A

0 0

+oo
Quand A — oo, on obtient f ce T dr = L.
0

n

c. Lesfonctions = — = e~ ™ 7 sont mesurables (continues) et positives sur |0, +oo[ . Le
corollaire du théoreme de Beppo Levi pour les séries de fonctions positives s'applique donc : les
sommes partielles forment une suite croissante. Ainsi, puisque {0} est négligeable,

“+ 00 “+00
+ 00 +m)1
I — —nN T — B A
cropde= ), [ we"Tde= ) oa
n=1 " n=1
Cette intégrale vaut % . Aucune domination n'est nécessaire : seule la positivité des termes

compte.



6
X
d. Pour = € ]0,1[,ona l—az_ ; —ln = > 0. Donc
=ln z o
l—ux Z}:U (~In z) 27 , série de fonctions continues positives sur |0, 1[ . Pour
n
0 < &£ <1, une intégration par parties donne
1
n e+l ¢ 1 entlig g 1— €n+1‘
(~Ing)o" do = |=554E] + [ 755 de n+1 (n +1)2
£

Comme ¢ntllpe —» 0 quand & — O, et par convergence monotone en &, o0n a

1
f (—ln z) 2™ dz = (ﬂ _i 0y

terme :
y 0 400 100
Prde= 55 o dn = STk

1 —=x
nzo(n—l—l

Le corollaire de Beppo Levi permet alors d'intégrer terme a

a2

Cette intégrale vaut aussi 5
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Baréme : a) 1 point; b) 1 point : 0,5 pour l'intégration par parties, 0,5 pour le passage a la limite justifié ;
¢) 2 points : 1 point pour les hypothéses (mesurabilité, positivité), 1 point pour le résultat ; d) 2 points : 0,5
pour le développement positif, 1 point pour le calcul de I'intégrale, 0,5 pour la conclusion.

Exercice 4 : Probleme, masse perdue et fonctions presque
partout finies (6 points)

a. Pour = € ]0,1],0na wuy(x) =0 désque > % et un(0) = O pourtout 7. Donc
(uy) converge simplement vers 0 sur [0, 1], alors que fu” — % % — 1.De
méme, pour % réel fixé, v,(z) = 0 désque 7n >z ,donc vy — O simplement, alors

que /’?_.Iﬂ — 1 . Dans les deux cas,
liminf u, =0 <1 =liminf [ u,,

et de méme pour (v} : I'inégalité de Fatou est stricte. La masse de %n se concentre en
un pic de plus en plus haut pres de 0, tandis que celle de Vn s'échappe vers l'infini.

b. Soit & un ensemble négligeable hors duquel fn — f.Sur NE,ona f = liIT};lﬂf fn
Comme f et f lNﬂ sont égales presque partout, elles ont la méme intégrale. Le lemme de
Fatou appliqué aux fonctions positives fn IN” donne

/fdu:/]in}linf (f, 1n¢) duglimninf/fnlNc du < C.
X X X

Donc ff < (. Posons ensuite ¥ = {f = oo}, mesurable. Pour tout entier k, on a

f2klg,donc ku(E) < C . Ansi u(B) < % pourtout k,dou w(E)=10: f
est finie presque partout.

c. Lafonction = = Z 14, , 3 valeurs dans [0, +00], compte le nombre d'indices 1 tels que
n

r € A, . Cestune série de fonctions mesurables positives. Par le corollaire de Beppo Levi,



f S dp = Z p{Ap) < +00_ Le raisonnement de b) montre alors que
n

Ju{ 1§ = —|—COD = 0 . Presque tout point appartient donc a un nombre fini des 4, :
Ju:(limsup An) =0
n

d. Soit T £ [EI 1]. Par additivité et calcul de primitives,

r 1
0 r

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (r 4+ ) < 2(r +1—1) = 2.Donc cette
intégrale est majorée par 2./9.

Posons F(ﬂ:} -

I e
= n2\flz —ry| . a valeurs dans [D, +-::-o] , avec la convention

F{rn) = oo, C'_est une série de fonctions mesurables positives. Le corollaire de Beppo Levi
donne

Z L[ =42 <29 %™ < 4o
n>1

n2 z — 1,

D'aprés b), F' estfinie A -presque partout. La série converge donc pour presque tout
= [D, l] , alors que chacun de ses termes explose en un point d'un ensemble dense.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour chaque limite simple avec l'intégrale, 0,5 pour la comparaison et
l'interprétation ; b) 1,5 point : 1 point pour le lemme de Fatou appliqué hors d'un négligeable, 0,5 pour la
finitude presque partout ; ¢) 1,5 point : 1 point pour l'intégrale de % , 0,5 pour la conclusion ; d) 1,5
point : 0,5 pour le calcul et la majoration, 1 point pour l'intégration terme a terme et la conclusion.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : convergence monotone et lemme de
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Fatou

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Intégrale de Lebesgue » en L3 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés intégrale de lebesgue.

Retrouvez tous les contréles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Controle de maths L3 : convergence dominée et intégrales a parametre
e Controle de maths L3 : partiel final : intégration et probabilités
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