Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : compaciteé,
théoreme de Heine et connexité

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours, compacts et continuité 4 points
Exercice 2 : Distance a un compact 4 points
Exercice 3 : Le théoreme de Heine en action 4 points
Exercice 4 : Connexité et groupes de matrices 4 points
Exercice 5 : Probleme, le sinus du topologue 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours, compacts et continuité (4

points)

a. Soit {yn} une suite de  f(K) :pourtout n,ilexiste *p, € K telque ¥, = flzn).
Comme K est compact, il existe une extraction % et x € K telsque "Ecp(ﬂj —+ T par
continuité de f en I (caractérisation séquentielle), ytp(ﬂ) = f'ii?tp(ﬂ):' — f'iﬂ?:' , et

flz) € f(K).Toute suite de f{K ) aune sous-suite convergente dans (') :
f(K) est compact.

b. D'apres a), g{f‘f} est un compact non vide de [E. Il est borné : sinon on trouverait
Y S gfl:f'f:l avec Iynl # 7T, et aucune sous-suite de {yn} ne convergerait. Soit

M = sup g(K) :ilexiste vy, € (&) avec M — 1 <y, < M .Unesoussuite
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C.

converge vers un élément de g(K ), qui ne peut étre que M , limite de toute la suite. Donc
M € g(K), et de méme pour la borne inférieure. J est bornée et il existe a,b € K

avec 9":’1:' = H_};i{nﬁ’ et 9’(5} = m}a{,:{g .

Théoréme de Heine. Si K est un espace métrique compact, toute application continue
f:+ K — F estuniformément continue : pour tout &> 0, il existe 1> 0 tel que, pour tous

oy € K, dz,y) <n=5f=) fly) <e.

Preuve. Par I'absurde, supposons qu'il existe £ > 0 tel que, pourtout 7 = 1, on trouve
To ¥, € B avec d(zy, yn) {% et (f(zy) f{yﬂ}} 2 €. Par compacité, il existe une
extraction ® avec T, — £ € H  comme
- —
d':yﬂp(ﬂ): ) < d':yﬂp(ﬂ]: 51’99@3' + d':’fﬂp(ﬂ)a £) = 0 onaaussi Yom) — % . Par
continuité de f en =,

g(f':ﬂfw(n]:': f{yw@:‘:‘ < S(f':fﬂw(ﬂ):': f'iﬂ?:':' + S'if{f:': f{y@(ﬂj}:‘ — 0 ce qui contredit la

minoration par €.Donc | est uniformément continue.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour les antécédents, 0,5 pour I'extraction, 0,5 pour la continuité ; b) 1 point :
0,5 pour le caractére borné, 0,5 pour les bornes atteintes ; ¢) 1,5 point : 0,5 pour I'énoncé, 1 point pour la

preuve.

Exercice 2 : Distance a un compact (4 points)

a.

L'application & — d(z, k) est continue sur E (elle est 1-lipschitzienne par I'inégalité
triangulaire). Sa restriction au compact non vide K& atteint sa borne inférieure (exercice 1 b) : il

existe kg € K tel que diz, ko) = kﬂéil}{ d(z, k) = d(z, K)

ona 4(K, Fo) = k ing d(k, F'0) Lafonction A:k — d(k, F'y) est continue (1-
lipschitzienne) sur le compact non vide K , donc elle atteint son minimum en un point k1 € K .
Comme Fp estfermé, d(ky, Fy) = 0 équivaudraita ky € Fg = Fy, ce qui est exclu
puisque K N Fg = . Donc d(K, Fg) = h{k1)>0.

: =1
Prenons F'1 = Rx {0} et Gy = {(ijg}[j$y "} branche d'hyperbole. Ce sont des
1 —_—

fermés, images réciproques de fermés de [ par des fonctions continues ( (:J:, y:l —+ Y pour
F1; (z,y) =+ oy et (z,y) = x pour G1), etilssontdisjoints car £y = 1 impose



Y ?é (0. Enfin d(l@! 0), (;[‘;! %)) — % s 0quand =z — +oo : d{F1,G1) = 0, cequi
montre que I'hypothese de compacité est indispensable en b).

3_
—_— G :xy=1,x>0
— Fi=Rx {0}

2_

1_

0

d. Soit @y € Fget ™ = |£ — 0| Lensemble F/ = Fgn B(x,r) estfermé, borné et non
vide (il contient %g); comme & est de dimension finie, il est compact. Pour a & Fy \l ol ,
1z —a1>r > diz, 1), donc d(x, Fy) = d(x, F'). D'aprés a), cette distance est atteinte
en un point de F'c F'n.Ladistancede = a Fy est atteinte.

Bareme : a) 1 point; b) 1,5 point : 0,5 pour la continuité et le minimum, 1 point pour la stricte positivité ;
¢) 0,5 point ; d) 1 point : 0,5 pour la compacité de F' , 0,5 pour I'égalité des distances.

Erreur fréquente : en d), affirmer que 'y est compact : un fermé non borné ne I'est pas, il faut
d'abord se ramener a une partie bornée.

Exercice 3 : Le théoreme de Heine en action (4 points)

a. Soit £ >0 .llexiste A = 0 tel que |f{:t?:l - €| < % pour = = A ;alors, pour
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o,y = A, |f{a:} — f{y}| < e.Surlesegment [0, A + 1], qui est compact, f est
continue donc uniformément continue par le théoréme de Heine : il existe 7} = 0 tel que

T,y € [0, A41] et |z —y| <0 entrainent |f(z) — f(y)| < & . Posons

n = miﬂ{ﬂl, 1:1 etsoit & < vy avec ¥ — T <7.Si v < A 41, lesdeux points sont
dans [0, A+1] ;sinon y¥>A +1 et x>y —1>A, donclesdeux points sont dans

[A, +oo[. Dans les deux cas | /(&) — f(y)| £ . f estuniformément continue sur

[0, +oof .

b. Pour n = 1,6 posons Ly, = 1 et yﬂ:n—k%.Alors |yn—xﬂ :%—H],mais
1 . .
y% — :J:;,?1 =24 ] > 2.Avec £ = 2 ,aucun 7 ne convient (on choisit 7 tel que

% <7 ). La fonction carré n'est pas uniformément continue sur [.

c. Par le théoréme de Heine, [ est uniformément continue sur le compact [0,1] : il existe # =0
telque |z —y| < n = |flg) - fy)| £ €. Soit IV unentiertel que 4= < g.0n définit

g(z) = f(%) pour £ [%:%[ (0<k<N-1)et g(l) = f(1). Lafonction

Al o1
x—N|§N§y},donc

]
i
N

7 est en escalier et, pour I dansle fk -ieme intervalle,
|fI::E:I — g{:l?}| < esur [0]1].

Baréme : a) 2 points : 0,5 pour le voisinage de oo, 0,5 pour Heine sur [0, A+1], 1 point pour le
recollement avec 1 = miﬂ(?}l, 1:' ; b) 1 point; ¢) 1 point.

Exercice 4 : Connexité et groupes de matrices (4 points)

a. Lesegment [0,1] estconnexeet f estcontinue, donc f{[0,1]) estune partie connexe de R
, C'est-a-dire un intervalle. Cet intervalle est inclus dans @ ; s'il contenait deux réels distincts, il
contiendrait tout le segment qui les joint, donc un irrationnel. Ainsi fl:[l:l,l]} est un singleton et

f est constante.

b. Le déterminant est continu sur M, (R} (polynomial en les coefficients). Par I'absurde, si
GL,(R) était connexe, det(GLy,(R]) seraitunintervalle de R.Oril contient
det(f,) =1 et det(diag(—l, L... 1}) = =1, donc il contiendrait 0, ce qui est

impossible pour une matrice inversible. G L, (R) n'est pas connexe.

c. Le déterminant d'une matrice est un polynéme en ses coefficients, et les coefficients de
{1 — Z:IA + B sont des polyndmes de degré au plus1en Z : P est donc polynomiale, de



degré au plus 7. Elle n'est pas nulle car P(0) = det 4 ?é 0.L'ensemble Z de ses racines
estdonc fini, et 0,1¢ Z puisque P(1) = det B 0.

Construisons un cheminde 0 a 1 dans ©C \ Z . Pour chaque racine €7, les points ! de la
droite Rew = % telsque =z € ['3, w] L [’w, ] sont sur la demi-droite issue de [J passant
par “( ousurcelleissue de 1 passantpar “q :ilyen aau plus deux. On peut donc choisir

W sur cette droite de sorte que la ligne brisée [0, w] U [w, 1] évite Z . Soit

¥:[0,]] = C\ Z un paramétrage continu de cette ligne, avec {0) = O et (1) = 1.0n
pose I'(t) = (1—y(E)A + y(t)B: I estcontinue, detI'(t) = P(y(t))# 0,

I'(0) = A et I'(l) = B .Deux matrices quelconques de G L, (C) sont reliées par
un chemin continu dans GL,,(C) , qui est donc connexe par arcs, donc connexe.
L'argument échoue sur [k, car on ne peut pas contourner une racine réelle de P en restant réel.

Bareme : a) 1 point ; b) 1 point : 0,5 pour la continuité du déterminant, 0,5 pour I'argument d'intervalle ; c)
2 points : 0,5 pour F polynomiale non nulle, 1 point pour le chemin évitant Z , 0,5 pour la conclusion.

Exercice 5 : Probleme, le sinus du topologue (4 points)

1 .
(0, b)
0
— S
U s {0} X [-1,1]
-1 1 ® points (x,, b) de S
6 0,1 0,2 0,3 0,4
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a. L'application ¢:z — (3;! Sin}f) est continue sur l'intervalle 0, 1], qui est connexe par arcs.

Deux points  $(@) et ¢(b) de S sontreliés parle chemin ¢ — ¢((1 —t)a +tb). §
est connexe par arcs.

b. § ¢ T .St (zy, sin%ﬂ:} une suite de .S qui converge vers (@, &). Alors a € [0,1] .S
a > 0, par continuité de + —s Ein% en @, p — sin% et {a, b} £5.S g =0,comme

< 1l,ona b€ [-1,1].Danslesdeuxcas (a,b) € T.

1
SNy,

T c§.0na §¢c §.%it be[-11] et Qzarcsinbe[—%!%]?our n =1,
;pn:mestdans 10,1] (car 8 +2nm > 2m — 5 >1)et sin%ﬂzginazb.
Donc (xy,b) € 5 et (xnb) — (0,0) . Ainsi § = 7.

c. .5 estconnexe par arcs, donc connexe, et I'adhérence d'une partie connexe est connexe.
T — § est connexe.

d. L'ensemble £ = ’]-’1_1':{[:']:' est fermé (image réciproque d'un fermé par ¥1 continue), non
vide (il contient (1) et inclus dans [D, ] : c'est un compact non vide de [, qui admet un plus
grand élément %o, et fp <1 car ’}’1{1) = 1.Pour t>1tq, ’}fl{t:l ?é 0, donc

¥(t) € 5 et ’}rg{t) = sinﬁ, avec ’]-‘ll:ﬁ:l >0,

Soit m € 0,1 —tglet ¢ = ’}’l{ﬁ[j + 1) > 0 . Par le théoréme des valeurs intermédiaires,
Y1 prend sur [%g, tg + 7] toutes les valeurs de [0, ¢]. Pour k entier assez grand,

Up = ﬁ et vp = m sontdans ]0,¢] :ilexiste s,s’ € Jtq, tg + 7] avec
Y18 = ug et y1(s) = v, dot Y48 =1 et 74(s’) = —1.si 7Ty était continue
en tg, il existerait 77 tel que |’}fg{t} — f}rg{tg}l {% sur [, to =+ 7], et I'on aurait

2= |’}’2(S:' - ’}’E(S’:‘l <1 : contradiction. Aucun chemin continu ne relie I:D, D} a

(1, sin 1] dans T : T estconnexe mais n'est pas connexe par arcs.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,75 par inclusion ; ¢) 0,5 point ; d) 1,5 point : 0,5 pour I'existence de
tg et y(t) € S, 1 point pour la contradiction.

Revenir a I'énoncé du contréle
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Apres le corrigé du controle : compacité, théoreme de Heine et
connexité

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Compacité et connexité » en L3 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés compacité et connexité.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme

e Controle de maths L3 : partiel de topologie des espaces normés
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