Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : Cauchy-Lipschitz,
Gronwall et portrait de phase

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : le lemme de Gronwall 4 points
Exercice 2 : Explosion en temps fini 4 points
Exercice 3 : Une solution globale par le théoréme des bouts 3 points
Exercice 4 : Systeme linéaire et exponentielle de matrice 4 points
Exercice 5 : Probleme : le pendule amorti 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : le lemme de Gronwall (4

points)

t
a. Lemme de Gronwall. Sous ces hypothéses, si u(t) < C + fm:s:l u(s) ds pour tout
tp
t € [tg, T'], alors:
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t
Viel [ty T] u(t) < Cexp /a(s) ds|.
to

b. La fonction v estdeclasse (l,car au estcontinue, et v/(t) = a(t) u(t). Par hypothese,
u < v.Comme a = 0,onendéduit v/(t) = a(tju(t) < alt)u(t) .

Posons w(ﬁ} = au(t} E_ﬂ(ﬁ'.AIors Al = g et:

Donc w décroitsur [tg, T'], et w(t) < w(tg) = v(tg) = C . Ainsi w(t) £ € A
t

Finalement, wu(t) < u(t) < Cexp fr;; .
o

c. Soit ¥ et z deuxsolutionssur [fg, T'] avec w(tg) = 2(%g) . Sous forme intégrale,

r
v®) - =) = [ (76, 96) - 6, 2E)ds.
tp
t
La fonction % = |¥ — Z| est continue et vérifie wu(t) < f L u(s) ds . Le lemme de
to

Gronwall, avec €' = 0 et a = L,donne u{t) < 0.Donc 1 = 0 :les deux solutions
coincident sur [%g, T'].

Baréme : a) 1 point ; b) 0,5 point pour ! < aw avec l'usagede a = 0,1 point pour la dérivée de
) et sa décroissance, 0,5 point pour la conclusion ; ¢) 0,5 point pour I'inégalité intégrale, 0,5 point pour
la conclusion.



Exercice 2 : Explosion en temps fini (4 points)

a. Lafonction f(t,y) = y2 estde classe (1 surl'ouvert R x R. Elle est donc localement
lipschitzienne par rapporta ¥ . Le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence et
I'unicité d'une solution maximale telle que y(ﬂ} = Yy

. Si Yy = 0 , la fonction nulle est solution sur [ . Par unicité, c'est la solution maximale.

Si Yo ?‘é 0, supposons que ¥ s'annule en uninstant i .Alors ¥ et la fonction nulle seraient
deux solutions égales en 11 . Par unicité, ¥ serait nulle, ce qui contredit  y(0) = yj £0.
Donc Y ne s'annule pas.

=] Ly

NN L , ! o, 1
On peut alors diviser : g = 1, soit (_ ) — 1.Donc o@ = i yp - Ainsi

Yo
y{i} = 1— ot”

. La solution est définie sur l'intervalle contenant 0 ou 1 — ymt ?é 0.

Si %y > 0 : lintervalle maximal est ]—m, %ﬂ[ et y(t) = 400 quand t — ?‘Ln . Si

Yo <0 : l'intervalle maximal est ]“E%nj —|—c:o[ et y(t) = —oo quand t — @%n . Ces

intervalles sont bien maximaux, car la solution n'est pas bornée pres de la borne finie.

On parle d'explosion en temps fini : la solution tend vers l'infini en un instant fini, bien que f
soit définie et réguliere partout. Cela vient de la croissance quadratique de f qui n'est pas
globalement lipschitzienne.
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Baréme : a) 0,5 point pour la régularité, 0,5 point pour la conclusion ; b) 0,25 point pour le cas nul, 0,5
point pour la non-annulation par unicité, 0,75 point pour le calcul ; ¢) 0,5 point par intervalle avec le
comportement, 0,5 point pour I'explication.

Exercice 3 : Une solution globale par le théoreme des bouts (3

points)

a. Lafonction f(t,y) = cos(ty) estdeclasse ¢l sur RZ2, donc localement lipschitzienne en
Y. D'apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale.

t

b. Pour t € JT_,T4[ ,ona y(t) - Yo = fcos(g y{s})ds.Comme |cos| <1, 0n

0
obtient |y(t) — yg| < I,



c. Théoréme des bouts. Soit [ continue sur f x R™ , localement lipschitzienne en ¥, ou T
est un intervalle ouvert. Si une solution maximale est définie sur ]T_, T_|_[ avec T4 <sup{
,alors |y(t)] = +co quand T — T4 . llenvademémeen T _.

Ici I = R.Supposons T+ < +co . Dapresb), |[y(t)| < |y0| + T4 sur [0,T4[ :la
solution reste bornée, ce qui contredit le théoréme. Donc T = +co, et de méme
T = —oco :lasolution est globale.

Baréme : a) 1 point ; b) 1 point; c) 0,5 point pour I'énoncé, 0,5 point pour la contradiction.

Exercice 4 : Systeme linéaire et exponentielle de matrice (4

points)

_ 0 & 4 , 5 =4 &0 .
a. Ona N—<[Haajr?]_1&[j),pws N _([Harjr.][j&__,_l%)——'ifg.Par
récurrence immédiate, N<4m — (—-‘-})m Iy et N2mtl — {—-ijm N .

b. On sépare la série exponentielle, absolument convergente, en termes pairs et impairs :

1Y (942 1Y (94)2m 1
exp(tlV) = Z;;o( )(2?51,)?) f2+%z>:0( )(277242)! N.

tneffer, ¢2m(—4)"™ = (1) (2efm et m(—4)™ = L1y (@r)Im L on
reconnait les séries de cos(2t) etde sin{2%). Ainsi:

i 2t 2sin 2t
exp(tN) = cos(2t) 19 + %(Qt) N = (Co_sl "2 9sin 2t & cos 2t })‘
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c. Les matrices tfgp et £V commutent, donc

exp(tA) = exp(tfq)exp(tN) = elexp(tIV) . La solution du probléme de Cauchy est
X(t) = exp(tA)X(0) :

exp(tA) = et( 1 1}28111 2t & cos 2t }), X(t) = et(_%(;?s 2t )})

Vérification : w/ = e{cos 2¢ — 2sin 2¢) = u + 4v et
ol = Et(—%sin 2% — cos 23) = —u-4wv.

d. Posons Y(t) = exp(tIN)X(0) = e—tX(t), de composantes (p, q).Alors

vy = Ny .soit p/ = 4g et g/ = —p.Donc (pﬁ +4q2)f = 8pg —8qp = 0. Par
conséquent :

u(t)2 + 4@(1:)2 = 62‘t(1{f,(0)2 + 4@(0)2),

Les trajectoires non nulles sont des spirales qui s'éloignent de I'origine, en coupant des
ellipses w2 4 442 = ¢ de plus en plus grandes. Les valeurs propres de A sont 14 27, de
partie réelle positive. L'origine est donc un équilibre instable (foyer répulsif).

Baréme : a) 0,5 point pour N2, 0,5 point pour les puissances ; b) 1 point pour la séparation des séries,
0,5 point pour la matrice ; ¢) 0,5 point pour la commutation, 0,5 point pour la solution ; d) 0,25 point pour
la quantité conservée, 0,25 point pour l'instabilité.

Exercice 5 : Probleme : le pendule amorti (5 points)

a. On munit R< de la norme |{$1y}|1 - |~’F| + Iyl . La fonction sinus est 1-lipschitzienne, donc :



‘F(:U, _ F(w,’y[\primime?])

L Sly =yl +lsine —sine/| 4+ |y —y/| < 2[(e) — (¢ y'e})].

Ainsi F' est 2-lipschitzienne. Soit X une solution maximale sur |T'_, T'+[ . Comme
t
F{00) =0,0na |X{t)|1 < |X{D}|1 + f 2|X{5}|1 ds pour t = 0. Lelemme de

Gronwall donne |X{t}|1 < |X{D}|1 et

Si T4 était fini, X resterait bornée prés de T 4, ce qui contredit le théoréme des bouts.
Donc T4 = +oco,deméme T = —co :toute solution maximale est définie sur
k.

. Un équilibre vérifie ¥ = 0 et sinz 4+ 1y = 0 ,donc sin x = 0. Les équilibres sont les
points (km0), ke Z.

—cosr  —1

) , donc
7700 = (nery°8L ).

. La jacobienne vaut JF'@ay:' = ( 1 1

Son polyndme caractéristique est A{A +1) 4+ 1 = A2 4 A 41, de discriminant  —3 . Les

+ 0/3

valeurs propres sont ) = —= 5 de partie reelle —% <0.

Théoréme de stabilité par linéarisation. Si F' est ¢l,si F(a) = 0 etsitoutes les
valeurs propres de JF{G&} sont de partie réelle strictement négative, alors @ est un équilibre
asymptotiquement stable. Donc {D,D} est asymptotiquement stable : c'est un foyer attractif,

car les valeurs propres ne sont pas réelles. Par 24 -périodicité en I, il en va de méme pour les
points (2%, 0).

. Comme cosm = —1,ona Jg(m0) = ([Haa;r?] ?:5?;1—1 ) Son polynéme caractéristique
1—5 —1445

est A% 4 ) —1,deracines —52 <0 et >0

Si une valeur propre de la jacobienne est de partie réelle strictement positive, I'équilibre est instable
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(théoréme d'instabilité par linéarisation). Donc  {m, 0} est instable : c'est un col, comme tous
les points  {{2k+1), 0} .

e. Le long d'une solution, on dérive la fonction composée :

E(x(t),y(t)) = yy!' +sin(z) o/ = y(—sin r — y) +ysine = —y2 < 0.

e

L'énergie F décroit donc le long de toute trajectoire : le frottement dissipe I'énergie.

f. Le portrait de phase ci-dessous montre des spirales qui convergent vers les foyers (D,D:l et
(&£ 2m, 0). Les cols (=, 0) sont séparés par les séparatrices stables, en pointillés : elles
délimitent les bassins d'attraction. Physiquement, le pendule finit toujours par s'immobiliser
en position basse, éventuellement apres avoir fait quelques tours complets.

Baréeme : a) 0,5 point pour le caracteére lipschitzien, 0,5 point pour le caractére global ; b) 0,5 point; c) 0,5
point pour la jacobienne, 0,5 point pour les valeurs propres, 0,5 point pour la conclusion avec le théoreme ;



d) 0,5 point pour les valeurs propres, 0,5 point pour l'instabilité ; e) 0,5 point ; f) 0,5 point pour un portrait
cohérent avec les équilibres.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : Cauchy-Lipschitz, Gronwall et
portrait de phase

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Equations différentielles » en L3 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés équations différentielles.

Retrouvez tous les controles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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