Corrigés des contréles de maths en L3

Corrigé du controle de maths L3 : anneaux, idéaux
et polynomes irréductibles

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : idéaux premiers et maximaux 3 points
Exercice 2 : Les idéaux de Z/12Z 3 points
Exercice 3 : Idéaux de Z[X] et anneau quotient R[X1/(X?+1) 4 points
Exercice 4 : L'anneau des entiers de Gauss 5 points
Exercice 5 : Probleme : irréductibilité de polyndmes a coefficients entiers 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : idéaux premiers et maximaux

(3 points)

a. Unidéal T % A est premiersi, pourtous a,b € A, lacondition ab € I entraine

@ € I ou b € I.Ilest maximal s'il n'existe aucun idéal .J tel que
T [\subsetneq?] J [\subsetneq?] A .

Supposons d'abord I maximal. Comme f ?é A | I'anneau A/I n'est pas nul. Soit T ?é 0,
c'est-a-dire T ¢ I Lidéal I 4+ x A contient strictement I, doncilestégala A par
maximalité. Il existe alors z € Ff et a € A telsque 1 =2+ xa.Ansi £g =1 :
A/ estun corps.
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Réciproquement, supposons que AjI soit un corps. Soit .J un idéal tel que
I [\subsetneq?] J, et = € J\ T .Alors T estinversible:ilexiste a € A et g € I
telsque ra =14+2.Donc 1=xa—3¢c J,dou J = A .Ainsi I est maximal.

b. Si I est maximal, A/I est un corps d'apres a). Or un corps est integre : si g 5 — [ avec
a ?é 0, on multiplie par F—1 etonobtient j — {j .Donc A /I estintégre. Par
conséquent [ est premier.

Baréme : a) 0,5 point pour les définitions, 0,75 point pour chaque sens de I'équivalence ; b) 0,5 point pour
« un corps est integre », 0,5 point pour la conclusion.

Exercice 2 : Les idéaux de Z/12Z (3 points)

a. Soit J unidéalde Z/12 .Sonimage réciproque W_l{J:l est un idéal de £ qui contient
12 # .0r Z estprincipal, donc 7 1(F) = dZ avec d > 1.Deplus, 12 € d Z signifie
que d divise 12. Comme 1 est surjective, J = w(w—1(J)) = w(d Z).

Réciproguement, I'image d'un idéal par un morphisme surjectif est un idéal. Enfin, deux diviseurs
distincts donnent deux idéaux distincts, car W_l{ﬂ{d Z)=dZ+12Z =d 7.

Les diviseurs positifs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6 et 12. On obtient six idéaux :

z/122 ; (2) = {0,2,4,6,5 100} ; (3) = {03,651 (&) = {0,%,8};

(6) = {0,8} : {0}
b. Le morphisme composé 7 — Z /12 — (Z/122)/(d) est surjectif, de noyau d Z . Le
premier théoréme d'isomorphisme donne donc  (Z/12Z)/(d) ~ Z/d 7 .

Pour d ?é 1,l'anneau Z/d Z estintégre si et seulementsi g est premier, et c'est alors un
corps. Par exemple, {0} n'est pas premier,car 3 x 4 =  dans Z/12Z .



Les idéaux premiers sont (2) et (3), et ce sont aussi les idéaux maximaux.

Baréme : a) 1 point pour la correspondance, 0,5 point pour la liste ; b) 0,5 point pour le quotient, 1 point
pour les idéaux premiers et maximaux.

Exercice 3 : Idéaux de Z[X] et anneau quotient R[X]/(X?+1) (4
points)

a. L'évaluation evy:Z[X] — Z, P — P(0), est un morphisme d'anneaux. Il est surjectif, car
I'entier 7 est I'image du polyndéme constant 71,

Calculons son noyau. Si P = ag +a; X +...+a, X", alors P(0) = 0 équivaut a
a5 =0,donca P = X Q avec @ € Z[X].Ainsi Ker(evy) = (X). Le premier
théoréme d'isomorphisme donne Z[X|/(X) ~ Z .

Or £ estintegre sans étre un corps, car 2 n'y est pas inversible. D'apres |'exercice 1, {X} est

premier mais n'est pas maximal. On a d'ailleurs
(X)) [\subsetneq?] (2, X ) [\subsetneq?] Z[X].

b. Considérons : Z[X | — £Z/2Z, quiassociea P laclasse de P(0) modulo 2. C'est un
morphisme surjectif.

Son noyau est formé des P dont le coefficient constant est pair. Un tel P s'écrit
P = 2k + X @, doncil appartienta (2, X).Inversement, tout élément 2T + X V de
(2, X) aun coefficient constant pair. Ainsi Kerth = (2, X} et Z[X]/(2, X) =~ Z/27,
qui est un corps. Donc (2, X'} est maximal.

c. L'évaluation ev.:R[X] — C, P — P(i), estun morphisme d'anneaux. Il est surjectif, car
a + b1 estlimagede o +56 X .

Pour le noyau, effectuons la division euclidienne P = {XZ +1)@+a+bX, avec a,b
réels. Comme 42 11 = (,onobtient P(z) = a +be.Ansi P{i) = 0 équivaut a
a=25b=0,cestadirea X241 | P . Le noyau est donc (XE +1).
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Par le premier théoréme d'isomorphisme, [R[X]/{XQ +1)~C.

Baréme : a) 0,5 point pour le morphisme, 0,5 point pour le noyau, 0,5 point pour premier non maximal ; b)
1 point ; ¢) 0,5 point pour la surjectivité, 0,5 point pour le noyau, 0,5 point pour la conclusion.

Exercice 4 : L'anneau des entiers de Gauss (5 points)

a. La conjugaison est multiplicative, donc N{zw) = zwZw = zZw W = N(z) N{w) .

Si ww=1,alors N{u N{)= N(1) =1, avec N{u), N{u) entiers naturels. Donc
Nfu) = 1,s0it g2 452 = 1.Celadonne u € {1, —1, %, —2} . Réciproquement, ces quatre
éléments sont inversibles, puisque % X (—z) = 1. Les inversibles de Z[:] sont +1 et

+2.

b. Soit z € Z[s] et w3 0.Ecrivons & = x + 4y avec &Y rationnels. On choisit des
entiers @ et p telsque |r —a| < % et |y —b < %.On pose ensuite § = a + 1 b et
T=z—-qu,
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D'une part, r € Z[z],car z et g W y sont. D'autre part,
N :
N = |w|2|%_q|2 < N(w}(%—i'%) — # .Donc IN{r) < N{w).Ainsi Z[z]

est euclidien pour V.

cona 5= (2+4)(2—1)et 13 = (342)(3-21).

Montrons que 2 -+ estirréductible. Si 2 + ¢ = w v, alors N{u) IN{u) = 5. Comme 5 est
premier, IN{u) =1 ou IN{v) = 1,donc % ou v estinversible. Le méme argument
s'appliqguea 2 — 3 (normeb)eta 3 4 2z (norme 13, premier). Les facteurs ne sont pas
inversibles, car leur norme différe de 1.

Donc 5 = (2+4+14){(2 —1) et 13 = (3 +2:)(3 —22) sont des décompositions en
irréductibles. En particulier, 5 et 13 ne sont pas irréductibles dans  Z[z] .

.Ona IN(3) = 9 .Supposons 3 = w v avec % et ¥ noninversibles. Alors
N(u) N{v) = 9 et N{u}% 1, N{ﬂ}% 1.Donc N(w) = 3,s0it g2 442 = 3.

Or un carré est congru a 0 ou 1 modulo 4. Une somme de deux carrés est donc congrue a 0, 1 ou 2
modulo 4, jamais & 3. C'est absurde. Donc 3 est irréductible dans Z[z] .
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Baréeme : a) 0,5 point pour la multiplicativité, 0,5 point pour les inversibles ; b) 0,5 point pour le choix de q,
1 point pour la majoration de N(r) ; c) 0,5 point pour les décompositions, 1 point pour les justifications par
la norme ; d) 1 point.

Erreur fréquente : conclure que 5 est irréductible dans E[z'] parce qu'il est premier dans £ .

Exercice 5 : Probleme : irréductibilité de polynéomes a
coefficients entiers (5 points)

a. Critére d'Eisenstein. Soit P = a, X" +...+a; X +a, € Z[X],avec n >1.0n
suppose qu'il existe un nombre premier F tel que F nedivise pas %n, P divise
Gps - %pn_1 et p? nedivise pas (. Alors P estirréductible dans @Q[X].

Pour X° _6X +3,onprend p = 3.En effet, 3 ne divise pas 1, 3divise 0, —6 et 3,
et 9 ne divise pas 3. Donc X5 — 6% + 3 estirréductible dans ©Q[X].

b. On a {X — 1} # = X5 —1.Enremplacant X par X 4+ 1, on obtient
XX +1)=(X+ 1}5 — 1. La formule du binbme donne alors :

(X +1)=X*4+5X34+10X?%2 410X +5.

Le critére d'Eisenstein s'applique avec P = 5 : 5 divise 5, 10, 10 et 5, ne divise pas 1, et 25 ne
divise pas 5. Donc  #{X + 1) estirréductible.

Sil'onavait ¢ = 4 B avec 4 et B non constants, alors
(X +1) = A(X +1) B{X 4+ 1) serait une factorisation en facteurs non constants. Donc
& estirréductible dans Q[X].

c. Le polyndme X3 + X + 1 estdedegré 3. S'il était réductible, il aurait un facteur de degré 1,
donc une racinedans [Fr.Orilprendlavaleurlen0,et 14141 =1 enl.lln'apasde
racine, donc il est irréductible dans [Fo[X].



d. Modulo2,ona —4 =0, 7=1et 9=1.Donc § = X34 X 41, irréductible d'apres
).

Supposons § = A B dans Q[X] ,avec A et B non constants. Quitte a diviser A par
son coefficient dominant et a multiplier B par ce méme coefficient, on peut supposer A et
B unitaires. Le lemme de Gauss donne alors A, B € Z[X].

Réduisonsmodulo2: & — 4 B.Comme A et B sontunitaires, 4 et B gardentleurs
degrés, qui sont au moins 1. Cela contredit I'irréductibilité de & .Donc S est irréductible
dans Q[X].

Baréme : a) 0,5 point pour I'énoncé, 0,5 point pour I'application ; b) 0,5 point pour le calcul de ®(X+1), 0,5
point pour Eisenstein, 0,5 point pour le retour a ® ; ¢) 1 point; d) 0,5 point pour la réduction, 1 point pour
I'argument (unitaires, lemme de Gauss, degrés conservés).

Revenir a I'énoncé du controdle

Apres le corrigé du contréle : anneaux, idéaux et polynomes

irréductibles

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Anneaux et idéaux » en L3 puis

entrainez-vous avec les exercices corrigés anneaux et idéaux.

Retrouvez tous les contrdéles de maths de L3 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la

page contréles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L3 sur ce theme
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e Controle de maths L3 : partiel d'algebre : groupes, anneaux et corps
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