Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : valeurs propres et
diagonalisation

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours, sous-espaces propres en somme directe 4 points
Exercice 2 : Une matrice diagonalisable et une qui ne I'est pas 5 points
Exercice 3 : Une matrice a parametre et ses puissances 5 points
Exercice 4 : Probleme, trois réservoirs couplés 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours, sous-espaces propres en
somme directe (4 points)

a. Onnote P(p) la propriété de I'énoncé. Pour p =1, £ = 0 :c'estimmédiat. Supposons
P(p—1) vraiepourun p > 2, etsoit &y +...+Tp = 0 avec T, € E}W—{u} .On
applique 1, puis on retranche }lp fois la relation initiale :

P p p—1
Z)\ixi:()et Z)\pxi:O) donc Z (A; —Ap)z, =0.

Chaque (A; —Ap)z. appartienta i (u).pPar P(p-1), (A:i—Ap)z, = 0 pour
1< p—1.0r A ?é Ap,donc %, =0 jireste Tp = 0. Larécurrence est établie. Les
sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont en somme directe.
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b. Si u a 7 valeurs propres distinctes, on choisit un vecteur propre €; pour chacune. D'aprés a),
la famille I:El, cey E‘n} est libre : une combinaison nulle E M € = 0 a ses termes

HoE, < Egt-{u} , qui sont donc tous nuls. C'est une famille libre de 71 vecteurs en dimension
7. : une base de vecteurs propres, donc u est diagonalisable.

c. Soient Af,... Ap lesvaleurs propres distinctes de u et F' = E,(w) @ ... P Ejpu) .
La somme étant directe, dim F' = Z dim F (u) € n.Si u estdiagonalisable, une base
de vecteurs propres est contenue dans F',donc F' = F etla somme des dimensions vaut 71
. Réciproguement, si cette somme vaut 7, alors F' = FE!.En concaténant des bases des

B {u} , on obtient une base de ¥ formée de vecteurs propres. D'ou I'équivalence.

Bareme : a) 2 points : 0,5 pour l'initialisation, 1 pour I'hérédité (application de et combinaison), 0,5
pour la conclusion sur la somme directe ; b) 1 point; ¢) 1 point (0,5 par sens).

Exercice 2 : Une matrice diagonalisable et une qui ne I'est pas
(5 points)

a. Dans A — A I3, la somme des trois colonnes vaut {1—X, 1—X, 1—4). Onremplace C1 par
C1 4 Cq + T3, ce qui ne change pas le déterminant, puis on factorise 1 — } . Ensuite, les
opérations Ly 4~ Ly — Ly et L3 + L3 — L1 donnent une matrice triangulaire :

1 1. -1 1 1 -1
det(A—AT3)=(1=A) 1 4=x —, | =(1=A)0 3=x | | = (1=A)(3=A)(2=).
1 &2 1-) 0 1 22

Comme xﬂ{k} = {—1}3 det{d — A T3], on obtient XA(}‘:' = (- -2)(2A-3).
Les valeurs propres sont 1, 2 et 3, toutes simples.

b. Onrésout (A — A F3)X = 0 pour chaque valeur propre.

Pour % = 1 :leslignesdonnent ¥ —z =0 et -2z 42y = 0,dot T =¥ = & et
Bi(A) = Vect((1,1,1)).

Pour %3 =3: —z4+y—z=0¢e -2z 42y —z = 0,Pardifférence, z = 0, puis
T =Y. Byd) = Vect((1,1,0).

Pour % =3: —2r4+y—z=0e -2r+4+2y—2z=0,dou z =0e ¥ =2:



F3(A) = Vect((0,1,1)).

Les trois valeurs propres sont distinctes, donc A est diagonalisable (exercice 1 b). Avec les
vecteurs propres en colonnes :

P=(% 11 ?) D=((1) 8 8)) det P=1#0, A=PDPpP!
101 00 3

. Dans B — XT3, onremplace Cj par €1+ Cg,quivaut (2—X, 2—X, 0}, puison
factorise 2 — A etonfait Ln ¢— Ly — Ly

-1 1
1-X

= _ (9o — o2
| 3—[\1amlbdada?] = (2=0)(A=2) (3= +1) = (2= (A = 2)~.

det(B — A T3) = (2—=))

OO

Ainsi N = (A =2 :2est I'unique valeur propre, de multiplicité 3. Or
XB

B —2]3 = % -1 %
I -1 1

est de rang 1 (lignes proportionnelles, non nulles). Par le théoréme du rang, dim EQ{B} = 2, et

EQI:B:I est le plan d'équation & — % + 2z = 0. La somme des dimensions des sous-espaces
propres vaut 2 ?é 3 : B n'est pas diagonalisable. Autre argument : si elle I'était, elle serait
semblable a 213, donc égalea 2173, ce qui est faux.

Baréme : a) 1,5 point : 1 pour le calcul du déterminant, 0,5 pour la factorisation ; b) 1,5 point : 1 pour les
trois sous-espaces propres, 0,5 pour P et I} ;c)2 points:1pour X g, 0,5 pourla dimension, 0,5
pour la conclusion.

Exercice 3 : Une matrice a parametre et ses puissances (5

points)

a. Lamatrice M, est triangulaire supérieure : XMG{}J = (A —2)%(X —1). Les valeurs
propres sont 2 (double) et 1 (simple).

b. Ona
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_ _ (0 a —a a& —a | _ 2 _,— _
M, 2[3—(8 %j %) ‘[\ary?]_l&aae‘—a a = a(a—1).

Si a ¢ {D, 1} , ce mineur est non nul et le rang vaut 2 (la troisieme ligne est nulle). Si a = 0, la
seule ligne non nulle est (0, —1,0) :rang1.Si & = 1,leslignes (0,1, —1) et (0, -1,1)
sont opposées : rang 1. Par le théoréme du rang, dim Eqo(M,) = 2si a € {0,1}, et
dim Eq(M,) = 1 sinon. Enfin, 1 est valeur propre simple, donc 1 < dim E{(M,) <1 :
dim By (M) = 1.

c. D'aprés l'exercice 1 ¢), MM, estdiagonalisable si et seulement si
dim Eq(M,) + dim BE1({M,) = 3, cest-a-dire dim Eq(M ) = 2. M, est
diagonalisable si et seulementsi a € {0,1}.

d. Pour @ =1, Eo(M;i)estdéfinipar ¥y —z = 0 :unebaseest ({1,0,0),(0,1,1)).
Ensuite, M1 — I3 apourlignes (1,1, -1}, (0,0,1)et (0,0,1),d'ot z =0 et
r=-y.: Bi(M)= Ve::t({l, -1, D:l) . Ainsi

1 0 1 1 1 -1
20 0
P= ?—1 ;D=(020)}P1= [,) 1

0 1 0 0 01 0 -1 1

On vérifie que PP—1 = fg.0naalors [ = Ppp-1,

e. Parrécurrence, M{ = PD"P~1 avec D" = diag(2", 2", 1). Le calcul donne

o 2" 0 1 n 2" 2" -1 1-2"
PD =10 2" —1-1) My ={ 0 12" —-1
0 2 0 0 0 2

Contréle : pour % = 0, onretrouve I3 ;pour m = 1,onretrouve M7 .

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 1 pour la discussion du rang, 0,5 pour dim E1 ; c) 1 point; d) 1
point : 0,5 pour les vecteurs propres, 0,5 pour p—1 ;e) 1 point.

Exercice 4 : Probleme, trois réservoirs couplés (6 points)




a. Le systéme s'écrit Xn41 = A X, avec

2 1 1
A=312 1)=i1s+)
i\ 121 i )

Par une récurrence immédiate, X ,, = An}{g pourtout m = 0,

b. La matrice J estderang 1, donc ker J estde dimension 2: c'estle plan I¥ d'équation
z 4+ vy 4+ z = 0, sous-espace propre pour la valeur propre 0. De plus, J e = 3e pour
g = {1, 1, l:l . Pour X propre pour J aveclavaleur &, A4 X — HT‘HX . Ainsi
Bi(A) = Vect(e) et E174(A) = IT debase ({1,-1,0), (1,0, —1)). La somme des
dimensionsvaut 1+ 2 = 3: A est diagonalisable. On pouvait aussi invoquer le fait que
A est symétrique réelle.

c.Ona e =¢e et QX =0 pour X & IT .Comparons les deux membres sur la base
(e, (1, —1,0), (1,0, =) .Pour € : A" = ¢.,et Qe +4 "(e —Q€) = e. Pour
Xell: A"X =4 "X, et QX +4 "(X —QX) = 4 "X . Les deux matrices
coincident sur une base de R3,donc A" = Q@ + %(Ig — Q.

d. Avec X = (60,30,0),0na QX = %(1,1,1) = (30,30,30) et
Xq-QXg = (30,0, —30). Donc

up =30+ 5w v, =30, w, =30- "%

P
-

Contréle: wq = 375, vy = 30, w; = 22,5 ce que donne aussi le systéme. Comme
4~ ™ _y 1, les trois suites convergent vers 30.

e. En additionnant les trois relations,
1,1 1
Uppt T Vg1 T Wey1 = (§+@+@){uﬂ+“n+wn:‘ = Un + Up + Wy Le
volume total reste égal a 90 litres : I'eau est seulement redistribuée, et elle tend a se répartir
% <1 équivauta 4™~ 0.
Comme 42 — 1 et 42 — g4, I'écart est inférieur a 1 litre a partir de I'étape 3.

équitablement, soit 30 litres par réservoir. Enfin, uy, — wy, =
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60 — ol
—— Vv,

50 1

limite 30

volume (litres)
w
o
i
1
[1

20 1
10 -
0_
0 1 2 3 4 5 6
n

Erreur fréquente : calculer p—1 alors que la décomposition A™ = @ + 4~ "(I3 — @) évite

tout calcul d'inverse.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 2 points : 1 pour les éléments propres de J, 0,5 pour ceuxde A , 0,5 pourla
diagonalisabilité ; c) 1,5 point : 0,5 par vecteur de la base, 0,5 pour la conclusion ; d) 1 point (0,5 pour les
formules, 0,5 pour les limites) ; e) 1 point (0,5 pour la conservation et I'interprétation, 0,5 pour le rang 3).

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : valeurs propres et diagonalisation

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Diagonalisation » en L2 puis entrainez-
vous avec les exercices corrigés diagonalisation.


https://mathovore.fr/controle-maths-l2-valeurs-propres-diagonalisation
https://mathovore.fr/valeurs-propres-diagonalisation-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/valeurs-propres-diagonalisation-exercices-maths-l2

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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