Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : séries numériques
a termes positifs

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours, le critere de Riemann 4 points
Exercice 2 : Nature de cing séries 5 points
Exercice 3 : Deux séries a parametre 3 points
Exercice 4 : Encadrer deux sommes partielles 3 points
Exercice 5 : Probleme, équivalent du reste d'une série de Riemann 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours, le critere de Riemann (4 points)

a. Soit k> 2.Pour t € [k—1k],ona 0<k-1<t<k.Comme o >0, lafonction
1 1 1
t — t® estcroissantesur 0, +oo[ ,donc & < & = (k—lgn . On intégre ces inégalités
. H H 4 . 1 dt 1
sur un intervalle de longueur 1 (croissance de l'intégrale) : i < 1o < 1)
E—1
b. On somme l'inégalité de gauche pour j% de2a 7 (relation de Chasles) :
n n
_ 1 dt _ 1—nl-a 1 _ o .
Sn_1+kzgkasl+/ta_1+ a—1 S1"’0:—1_0:—1
- 1
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La suite {Sﬂ} est croissante, car ses termes ajoutés sont positifs, et elle est majorée. Par le

Loy . - 1
théoreme de la limite monotone, elle converge. Donc la série E nG converge pour o > 1.

c. On somme cette fois I'inégalité de droite pour % de2a 7 :

y L |
=S 2 G = Snet
1 k=2

|CL-

2

pnl-o—1
1— o
qui tend aussi vers 4o car 1 — o > 0 . Par comparaison, Sy,—1 — =400 : la série

Si o = 1,l'intégralevaut |nn ,quitendvers oo .Si 0 <a <1, ellevaut

’

diverge pour 0 <o < 1.Enfin,si a < 0,ona % = n~® > 1 :leterme général ne

tend pas vers 0 et la série diverge grossierement.

Baréme : a) 1 point (0,5 pour la monotonie de ¢ —s #%, 0,5 pour l'intégration) ; b) 1,5 point : 0,5 pour la
sommation, 0,5 pour le calcul de I'intégrale, 0,5 pour I'argument de limite monotone ; ¢) 1,5 point : 0,5
pour la minoration, 0,5 pour les deux calculs d'intégrale, 0,5 pour le cas o < 0.

Exercice 2 : Nature de cing séries (5 points)

a. Leterme UYgn estpositifet 1w, r R 1 . Or L est une série de Riemann
n ™ 03T n2 n2

convergente ( 2 =1 ). Par le théoréme de comparaison par équivalents pour les séries a termes
positifs, E Uy converge.

b.Ona 1—cosz 20 et l—-:osa:m%?quand z — 0 .Comme %_,[j, uﬂmﬁ,

terme positif d'une série convergente. Par équivalence, E Uy converge.

c.Ona Up>0 et In(l4+z) ~ £ quand = — 0,donc Uy ~ %2 . La série de Riemann
n

Z m diverge car % <C 1. Par équivalence de séries a termes positifs, Z Uy diverge.

Unt1 |:’.ﬁ',+1:|2
Un - an
strictement inférieure a 1, donc, d'apres la regle de d'Alembert, Z Uy converge.

2
d. Leterme n est strictement positif et %(1 + %) — % La limite est



e. Leterme Ugn est strictement positif et

gt = Ot () expl—nin(1 4+ )

Comme g ln(l + %) — 1, lerapport tend vers g—1 « 1. Par la régle de d'Alembert,
Z Uy converge.

Erreur fréquente : appliquer un équivalent sans vérifier que les termes sont positifs, ou conclure avec la
regle de d'Alembert quand la limite du rapport vaut 1.

Baréme : 1 point par série : 0,5 pour I'équivalent ou la limite du rapport, 0,5 pour le critére cité avec ses
hypothéses et la conclusion.

Exercice 3 : Deux séries a parametre (3 points)

a. La fonction exponentielle est convexe, donc e+ > 1 4+ & avec égalité seulement pour = = 0.
Avec 1 = % ?é 0, on obtient Elfﬂ —1= % ~ [, donc Uy >0 . Ensuite,

eif—l—azm%? quand £ — 0, d'ou

a, 1 _ 1 |
Up ~ N7 X 9p2 = 3p2-a

Par comparaison avec la série de Riemann E mi—a’ la série converge si et seulement si

2 —a =1 . Ainsi, Z U, converge si et seulementsi o <1.

b.Si @ <0,alors 1 -2 >1,donc wy = 1 :leterme général ne tend pas vers 0, la série
diverge grossierement.Si o == 0,pour m>aona (<1 — % <1,donc 1wy, >0 et

(wn)l/” = (1 - %)n — e}cp(n In(1 — %)) — e,

En effet, nln(l - %) ~ 7 %—%) — —a.Comme e % <1, laregle de Cauchy donne la

convergence. Conclusion : ., converge si et seulementsi o >>0.
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Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la positivité, 0,5 pour I'équivalent, 0,5 pour la discussion ; b) 1,5 point : 0,5
pourle cas o < 0,1 pourla régle de Cauchy (limite et conclusion).

Exercice 4 : Encadrer deux sommes partielles (3 points)

a. Lafonction ¢ — % est décroissante sur  [1, +oo[ .Pour k > let t € [k k+1], % < %
E+1
, donc f % < % .Ensommantdela n: In(rn+1) < H, .Deméme, pour k > 2,
Kk

)
ln(n—l—l)_l_l_lﬂ(l—i—n <Hn<1+ 1
Inn = In n — Inn = Inn
Les deux bornes tendent vers 1. Par le théoréme des gendarmes, H, ~ Inn .
k+1
b. Cette fois, ¢+ — In ¢ estcroissante. Pour & > 1, Ink < f Intdt ;pour k& = 2,
k

k
f Int df < In &k (voir la figure). En sommant, et puisque Inl =10":
E—1

n+1
lnf:df:il}ng In t dt.

I

Une primitivede |n est ¢ — fln ¥ — ¢, donc f Intdt = xlnx —x 4+ 1.0nobtient

1
nlnn —n+1< L, < (n4+Dln(n+1) — n . Pour I'équivalent, on divise par 7 ln n . La
_|_

borne de gauche donne 1 — onTrlnn — 1. Pour celle de droite,



(4t Dln(rt1) = (rDln 7 + GDIn(1 +4) et 0 < (1 +5) < 3 < 2,
donc
(n+)In(n+1)—n _ pn+tl 92 _n
nlnn < m +n111n_}1‘

Par encadrement, In{n!) ~ nlnn .

2] — y=Int
Ink sur [k, kK+ 1]
-—= Inksur[k—-1,kK]

T

—~

Baréme : a) 1,5 point : 1 pour I'encadrement (0,5 par inégalité), 0,5 pour I'équivalent ; b) 1,5 point : 0,5
pour la comparaison, 0,5 pour le calcul des intégrales, 0,5 pour I'équivalent.

Exercice 5 : Probleme, équivalent du reste d'une série de

Riemann (5 points)
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a. Lafonction f:t — t~ “ estpositive et décroissante sur [1, +co[ . Pour k > 2, 0nadonc

E+1
f f< f{ﬁ;} < f Onsomme pour % de n+la IV :

N

N
dt 1. [ d
+oo
i_g — 1}} — pour T == [J, intégrale convergente car & == 1. En faisant tendre
Gt— I —
1 1 .
Ryle) < (@ — 1)n= — 1 - On multiplie par

N vers oo, on obtient @— ljl(n+1)”‘ —1
- "< (e —Dn2— 1R, (@) < 1,etlaborne de gauche tend

(ﬂf — ].:lﬂrﬂ 1 >0 (,n+1) =
vers 1. Par encadrement, Rﬂ(ﬂf} m m

1 , -
—_1 X o — 1 Par comparaison avec une série de

b. Les Fy(a) sont positifs et équivalents &
Riemann Z R, (o) convergesietseulementsi a —1>1,c'est-a-dire o« > 2

c. On réduit au méme dénominateur kg{k—lj :

111Kk - (k1) B2k k -kl _ 1
k=1 "k 2~ E2(k—1) k2(k—1) T E2(k-1)
N
d. La série télescopique vérifie Z (ﬁ — %) = % — % — % Les trois séries

E=n+41
1
Z (ﬁ ) Z % et Z m convergent, donc on peut sommer I'égalité de c)

de n+la +oo: ﬁ R,(2) = Z kz(k ok

1 " - .
P et ces termes sont positifs, de séries convergentes. Le théoreme de

1
e.Ona a7, -~ ™ 13,
E2(E—1)
sommation des relations de comparaison assure que les restes sont equwalents

1
~ K {3} _
L mn . Par a) avec 3 3 . Donc
kz}ﬂk (k—1) o n( )~
— L +o L ysoit A (2) = 57 + ol 73 . Contréle numérique : pour
nd n ” 2?12

1 1
=10, 15— 7555 = 0,095, et Rip(2) =

0,0952 |



Baréme : a) 2 points : 1 pour I'encadrement (comparaison et passage a la limite), 0,5 pour le calcul des
intégrales, 0,5 pour I'équivalent ; b) 1 point ; ¢) 0,5 point ; d) 0,5 point (télescopage justifié) ; ) 1 point :
0,5 pour le théoréme cité avec ses hypothéses, 0,5 pour le développement.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : séries numériques a termes positifs

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Séries a termes positifs » en L2 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés séries a termes positifs.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Contrble de maths L2 : comparaison série-intégrale et restes

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/controle-maths-l2-series-termes-positifs
https://mathovore.fr/series-termes-positifs-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/series-termes-positifs-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/controle-maths-l2
https://mathovore.fr/controle-maths-l2
https://mathovore.fr/devoirs-surveilles-maths
https://mathovore.fr/controle-maths-l2-bilan-series-integrales-generalisees
https://mathovore.fr

