Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : séries entieres et
rayon de convergence

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : lemme d'Abel et série dérivée 4 points
Exercice 2 : Quatre rayons de convergence 4 points
Exercice 3 : Sommes de séries entiéres 4 points
Exercice 4 : Développements en série entiere 3 points
Exercice 5 : Probleme : une équation différentielle résolue par série entiere 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : lemme d'Abel et série dérivée

(4 points)

a. Lemme d'Abel. Soit T > 0 tel que la suite {aﬂ T‘E’} soit bornée. Alors, pour tout z £ C tel
que |2:| < 7T, lasérie Z Gy 2™ converge absolument.

Démonstration. Soit A un majorant de (|an| (). Soit z telque |z| <7 ;on pose

g :%,desorteque 0 < g<1.Pourtout 7,ona
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|an znl = |an| TTUL g < M q™.

Or la série géométrique E M g™ converge, car 0 < g < 1. Par le théoréme de comparaison
des séries a termes positifs, E |2y, 27| converge. La série E an 2™ converge donc

absolument pour |2f| <7y

n—1
b. Notons R’ le rayon de la série dérivée ;1 Min2 :
n

Montrons d'abord R < R’ .Soit z telque |z| < R etchoisissonsunréel T avec
|z| <r < R.Comme r < R, lasérie Z an ™ converge, donc la suite (@, r™) est

bornée par unréel #f . Alors
S E M, (1)
|na, "1 =2%F la,| " < F nl\'F :

La série Z ng”1 avec g = |z|/r € [0,1[ converge (regle de d'Alembert : le quotient
(n+1)g/n tend vers g <1 ). Par comparaison, la série dérivée converge absolumenten z.
Ainsi R' > R.

Montrons ensuite R’ < R .Pourtout Zz ettout 7n > 1,ona
o 27| = |2| [nan 271 /n < |2| |nay 27~ Don, si |z| < B, la série
G, Z converge absolument, ce qui donne R’ > r.

Conclusion : la série dérivée a le méme rayon de convergence K .

Bareme : a) 0,5 point pour I'énoncé, 1,5 point pour la preuve (majoration par une série géométrique,
théoréme de comparaison cité) ; b) 1,5 point pour l'inégalité R < R’ avec le choix d'un T
intermédiaire, 0,5 point pour I'inégalité inverse.



Exercice 2 : Quatre rayons de convergence (4 points)

a. Les coefficients a, = n?/3" sontnonnulspour n >1,et

%n+1 (”+1)2 1

Gn T 3 p2 3

D'apres la regle de d'Alembert pour les séries entieres, le rayon vaut F — 3.

b. Les coefficients @, = (EE) = % sont non nuls, et
Ant1  (2n+2)(2n+1)  2(2n+1)
S (o a0 h

Par la regle de d'Alembert, le rayon vaut 7 — % .

c. La série est lacunaire (les coefficients d'indice impair sont nuls) : on applique la regle de d'Alembert

in
a la série numérique Zun avec w,, — %,pour z?é 0.0na
i)
2 2
Yngr _ 20 ondl 27
Up — 4 n+2 4

Si |#| <2, cette limite est strictement inférieure & 1 : la série converge absolument. Si
|z| = 2, la limite est strictement supérieure a8 1 :lasuite (uy) estcroissante & partir d'un
certain rang, donc ne tend pas vers (I, et la série diverge grossierement. Le rayon vaut
H=2.

d. Supposons par I'absurde que zin 1 — 0 . Comme sin{ﬂ—H} —sinncosl +cosnsinl
et sinl ?é (0, on obtient
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sin(n+1) — sin n cos 1
sin 1

COs N = '

Alors sin?n 4 cos2n — 0, cequicontredit sin?n 4 cosn = 1.Donc (sin m) ne
tend pas vers 0.

D'une part, la suite  (sin(n) - 1™) estbornée par 1 ;le lemme d'Abel donne R > 1. D'autre
part,en z = 1 ,leterme général sin m netend pasvers [ :la série diverge grossierement
en 1,donc A < 1 (sinon elle convergerait absolumenten 1).Lerayonvaut A = 1.

Baréme : 1 point par question ; a) et b) : 0,5 point pour le quotient, 0,5 point pour la conclusion ; ¢) 0,5
point pour le passage a la série numérique, 0,5 point pour la discussion ; d) 0,5 point pour la non-
convergence vers 0, 0,5 point pour I'encadrement du rayon.

Erreur fréquente : en c), appliquer d'Alembert aux coefficients %n alors qu'un coefficient sur deux est
nul ; le quotient Gﬂ_,_l,'/fln n'a alors aucun sens.

Exercice 3 : Sommes de séries entieres (4 points)

a. La série géométrique ™ apourrayon 1 et pour somme 1 sur |—1,1| . Une série
1—x

entiere est dérivable terme a terme sur son intervalle ouvert de convergence, et la série dérivée a le
méme rayon. Donc, pour £ € ]=1,1[,

1 . n
PPE—T puls Z nxT =
(1—z) S

X

(1-z)*

n > 1

On dérive encore terme a terme cette derniere série, de rayon 1 :

n2 ol — (1—z)% + 2z(1—2) _(Q=z)+2x 14z

(1—z) - (-2 T -z

n > 1



x(14+x)
En multipliant par = : Z}:l n?ch = (1—z)3 pour T € ]—1,1[.
n

. Onprend © = % c ]—1]1[ :

La somme vaut & .

. 1 - n{n+1) n _ X
. Les coefficients aln+1) vérifient D) (nt3) — ntd — 1 :lerayon vaut 1 parlaregle

de d'Alembert.

1 1 1 L T ™ .
Pour n =1 ,0na At — ° ol Les séries Z = et Z mJ1 Ontaussi pour
rayon 1 ; on peut donc séparer la somme pour |:J:| < 1. 0n sait que

;1% = —In(l-z) . Pour :t:?é 0.
= o
Z n+1 —
n > 1

Par conséquent, pour £ € ]—1, 1[ non nul,

S(z) = —In(l—z) + 22 4 g 1 4

3l
3
3
|
B3l
A
I
=
T
—
I
8
p—
I
5
e

(1-z)ln(l-z)
X
5@ = 1+ 97— pour z € ]-1,0[ U0, 1[, et S(0) = 0.

Contréle : au voisinage de (1,
2
T

2 .
(1—2In(l-a)/e = (-1 -F-F+.. )= 1+ E+Z 4. . doi
,5'(1:} = % + ‘%2 + ..., ce qui redonne bien les coefficients 1>1< 5 et TER
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Baréme : a) 2 points : 0,5 pour le théoreme de dérivation terme a terme cité, 0,5 pour la premiére somme,
1 pour la seconde ; b) 0,5 point ; ¢) 1,5 point : 0,5 pour le rayon, 0,5 pour la décomposition justifiée, 0,5
pour la somme aveclecas x = 0.

Exercice 4 : Développements en série entiere (3 points)

a. On vérifie que 1i$—2i$ = u;jli;i;fj = (1_$)1(2_$j.Pour |zl <1,0na
1
lI—z = Z =" pour |z|<2,0na
n >0
11, 1 £
2—x — 2 1_%5 - on+1
n > 0

fey =3 (1—g)en

Les coefficients tendent vers 1, donc leur quotient aussi : le rayon de convergence est
exactement 1.

Ty — L n
b. Pour |z|<1,o0na arctan’(z) = 1422 — ;G (-1) zin , série de rayon 1. D'apres
n

le théoreme d'intégration terme a terme d'une série entiere sur son intervalle ouvert de
convergence (la primitive a le méme rayon), et comme arctan(0 = 0,

(_1)” r2n+1

arctan x = Z T el <1
n > 0

Le développement a pour rayon 1.



] H
1.5 =—— arctanx
—_ T
1.0' —_— T3
— T
051 — Tn
0.0 \
_0.5_
_1.0_
_]“5_
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

On note T2p+1 la somme partielle de degré  2p-+1 de ce développement. La figure montre que
les sommes partielles approchent la fonction sur ]—1, 1[ , mais s'en écartent brutalement des que
|:1?| > 1, conformément au rayon trouvé.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la décomposition, 0,5 pour le développement, 0,5 pour le rayon ; b) 1,5
point : 0,5 pour le développement de la dérivée, 0,5 pour le théoréme cité, 0,5 pour le résultat avec son
rayon.

Exercice 5 : Probleme : une équation différentielle résolue par

série entiere (5 points)

a. Sur ]—R, R[ , lasomme ¥ d'une série entiére est de classe “° et ses dérivées s'obtiennent
terme & terme. Pour |z| < A :
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n > 2 n>1
2yl(z) = Z 2n a, zn1l y(z) = a, 1 rn—1
n > 1 n > 1

Comme 4n{n-1) 4+ 2n = 2n(2n-1) , on obtient

dr y"(z)+ 2y () —y(x) = Z (2?1(2?1—1) a, — an_l) zn—l
n>1

Par unicité du développement en série entiere, cette somme est nulle sur ]—R, R[ si et
seulement si tous ses coefficients sont nuls. Donc % est solution si et seulement si
2n(2n—1)a, = a__; pourtout n > 1.

. vy
. La relation s'écrit a,, = m . Par récurrence immédiate, a, = (2—%, pour tout 7.

Ont1 ant+l |*T|

~ (2n+2)(2n+1)
regle de d'Alembert, le rayon est infini. La condition £ => 0 est donc remplie, et la réciproque
de a) s'applique sur [£.

Siag ?‘3 0, pour = ?é 0, le quotient tend vers 0 :parla

Ay TP

(E)Qn
Pour = > 0,onécrit £m = (yv£)2", d'ol y(x) = g E (2n) — %0 ch(vZ) | pour
n >0

z <0,onécrit £? = {—l}ﬂ (v=z)2" , dot y(x) = ELD_-:OSI:J—_;E) _

Les solutions développables en série entiére sont ¥ = @n ¥ | avec f,c:'{;t:) = ch(vE) si
£ 20 et @) =cos(v—=)si =z <0.

. Sur ]D, —|—CO[ , posons u = ¥ . Alors hf{x} = El-‘?;‘ et

11 h h
h (x) — 54;& _ 4(::1: u@,

Donc 4z h”(;t?] + 2 hf{:ﬂ} —h{r) = shu - Chﬁ“ + Chﬁﬂ —sh w = 0.Lafonction A



est solution de (E) sur |0, +cof.

En revanche, h’(g:} = "zzl-l—rf — 4o quand £ —s QT . Or une fonction développable en série

entiére au voisinage de (0 est de classe 1 présde 0O, et sa dérivée a une limite finieen 0.
Donc } n'est la restriction d'aucune fonction développable en série entiereen [.

d. Sur ]D, —|-CO[ , le coefficient 41 ne s'annule pas : I'équation s'écrit
yll + ﬁ yl — 41—$ y = 0, a coefficients continus. D'apres le théoreme de Cauchy lin€aire,
I'ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2 . Les fonctions x — chvT et
k. sont solutions ; elles sont linéairement indépendantes, car leur quotient thy#E n'est pas

constant.

Les solutions sur ]D, -I-CO[ sont les fonctions = — A chvT 4 u shvT, avec
A u ER.

Si une telle solution se prolonge en une fonction développable en série entiére en 0, alors & A

est aussi la restriction d'une telle fonction (différence de deux fonctions développables). D'aprés c),

celaimpose p = 0. Réciproquement, } chyE se prolonge par A (. Seules les solutions
X chvE conviennent.

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 pour la dérivation terme a terme justifiée, 0,5 pour le réindexage, 0,5 pour
I'unicité des coefficients ; b) 1,5 point: 0,5 pour @, 0,5 pour le rayon, 0,5 pour les deux expressions ; c)
1 point : 0,5 pour la vérification, 0,5 pour I'argument de dérivée infinie ; d) 1 point : 0,5 pour la dimension
et I'indépendance, 0,5 pour la sélection des solutions.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : séries entieres et rayon de
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convergence

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Séries entieres » en L2 puis entrainez-

Vous avec les exercices corrigés séries entiéres.

Retrouvez tous les contréles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Controle de maths L2 : partiel de S4, séries entiéres et de Fourier
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