Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : séries de Fourier
et égalité de Parseval

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : Dirichlet, Parseval et convergence normale 4 points
Exercice 2 : Le signal créneau 5 points
Exercice 3 : Valeur absolue du sinus 4 points
Exercice 4 : Probleme : dent de scie, parabole et zéta de 4 7 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : Dirichlet, Parseval et

convergence normale (4 points)

a. Théoréme de Dirichlet. Soit f une fonction 24 -périodique de classe 1 par morceaux.
Alors, pour tout réel  , la suite (S pr(f){z])) converge et

zT T
lim Sy (f)(z) = 22T

N — +oo

ou f{:t?"‘:l et f{a:_:l désignent les limites a droite et a gauche de f en . En particulier, la
limite vaut  f{x) en tout point ol f est continue.
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b. Egalité de Parseval. Pour f continue par morceaux et 24 -périodique, les séries suivantes
convergent et

™

= [ 1FO1Fdt = D e, (H)I*

—T n &/

f est avaleurs réelles, cela s'écrit

c. Soit —T = X< Ty <...<Tp = T yne subdivision adaptée: j estdeclasse ¢l sur
chaque [35 $j+1] en prolongeant sa dérivée aux bornes. Une intégration par parties sur
chaque segment donne

SRS T4
/ fl(t)e—int dt = [f(i:) e—mt} 5"+1 +in / f(t) e—int di.
X - T
J J

En sommant, les termes entre crochets se télescopent, car f est continue. Il reste

divisantpar 2a : ¢, (f') = tn cp(f) pourtout n € 7.

d. Pour n ?é 0, l'inégalité |ab| < %{QE + 52) donne

en(N)l = 2 < Hjen (17 + )

La fonction f’ est continue par morceaux, donc l'inégalité de Bessel (ou Parseval) assure la

convergence de E |c,,1{j'”rj,l|2 . La série E # converge aussi. Par comparaison,

Z |Cﬂ{f}| converge.

ne £

Comme |cn(F) e*=| = |cn(f)| pourtout £, la série de Fourier converge normalement sur



[ . De plus, f est continue et de classe *1 par morceaux : le théoréme de Dirichlet identifie sa
somme & f{z) en tout point. La série de Fourier de f converge donc normalement vers

i

Bareme : a) 1 point; b) 1 point (0,5 par forme) ; ¢) 1 point : 0,5 pour l'intégration par parties par
morceaux, 0,5 pour le télescopage et la périodicité ; d) 1 point : 0,5 pour la majoration et Bessel, 0,5 pour
la convergence normale vers f .

Exercice 2 : Le signal créneau (5 points)

a. Lafonction f estimpaire, donc t — f(t)cos(kt) estimpaireet ap(f) = O pour tout
k. Llafonction t — f(t)sin(kt) est paire, d'ol

cos(kt)Tr 2(1 — (_1)’%)
0o km

Donc bx(f) = 0 si k estpairet bi(f) = ﬁ si k estimpair.

b. La fonction f est de classe 1 par morceaux (constante sur ]D, ?r[ et ]—’Fr, D[ ). En un point
I qui n'est pas multiple de T, f est continue ; en x = M, la demi-somme des limites vaut
14+ (-1

5 =0 = f{mﬂ). Le théoreme de Dirichlet donne donc, pour tout réel &,

f)= 3 bip(f)sin(ke) =% 3 Si“(%ﬂfll)ﬁ)

E>1 p =0

_r - T — (—)P Ty =1, =7,
En £ = 5, 0na 51n({2p—|—1}2) = (—1)" et f(g) 1. Donc p;ﬂ I+l — 4
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La figure de I'énoncé montre que les sommes partielles dépassent la valeur 1 pres des sauts :
c'est le phénomene de Gibbs, qui ne contredit pas la convergence simple.

ki
c. Ona % f f(t}z dt = 2% — 9 . L'égalité de Parseval s'écrit
—r

16 1 72
2 = d ——— = g
pz;;o r2 (2p+1)2 “ON° pz (2p+1)? — 8

La série E oy converge absolument ; on peut séparer les indices pairs et impairs :

9 — 1 1 _ =2 ¢2)
C() p;(](gp—'_l) +pziz:1 8+ 4

3 2 . 2
Donc @gl@l — % , soit ¢(2) = %

Baréme : a) 2 points : 0,5 pour la parité, 1 pour le calcul de b L, 0,5 pour la discussion selon la parité de
¥, b) 1,5 point : 1 pour Dirichlet avec la vérification aux points de discontinuité, 0,5 pour T c)1,5

q: ’
point : 1 pour Parseval, 0,5 pour ¢ (2} .
Exercice 3 : Valeur absolue du sinus (4 points)
ki
a. La fonction g est paire, donc bg(g) = 0 et a,(g) = A fsin t cos(kt) di .Ona
0

aT

am{g)z%fsintdtz?—r.
0



Pour k > 1,onlinéarise: sin tcos(kt) = (sm({ﬁc—l—l}t) — sm({k l}t:l) .Pour m > 1,

.
. 1—(—1
fsm{mt} dt = % , et cette intégrale est nullesi m = 0.

0

Si k estimpair, & + 1 et % — 1 sontpairs: les deux intégrales sont nulles et ak{g} =0,
Si k& = 2p avec p = 1,lesentiers k 41 sontimpairs:
m
) 1/ 2 2 (k=1) — (k+1) 9
[smtcos(kt) dt = 2(k+1 - 1) T = —7
0

4
Donc agp{g} = “n@p2_1 Pour P > 1.

b. Lafonction 9 est continue et de classe (1 par morceaux (elle est 1 sur chaque
[, (m41)7r] ). D'aprés I'exercice 1, d), sa série de Fourier converge normalement vers § :

: 9 4 cos(2px)
sinz| =% —= 102 1
p
p>1
0—2_32 3 1
Premiere maniere:en x = ([, on obtient - }l%pﬁ—l.Seconde maniere :
P
1 1 1 0l &l _— 5y P ¢ 11 1
4p2 —1 — o\ 2p—1 — Zp+1 ) - €t 1a somme télescopique jusqu'a vaut gl 1 —5p77)
. > o=
qui tend vers 5 Dans les deux cas, 4p2—1 7 2.
p>1

-
c. Ona f sin? ¢ d¥ = L # % o = 1.L'égalité de Parseval s'écrit
—iT

16 1
+ 72 Z (4p2 _1)2

p >1

3 |'—‘
(][
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D > - 22%2(1—%) L t ™2=8 (environ 0.117 i
onc '_;Dzl(épz_lj w2/ . La somme vau 5 (environ 0,117, ce qui

est cohérent avec le premier terme % ~ 0,111).

Baréme : a) 2 points : 0,5 pour la parité et 2, 0,5 pour la linéarisation, 0,5 pour le cas impair, 0,5 pour
le cas pair ; b) 1 point : 0,5 pour la convergence normale, 0,5 pour la somme ; ¢) 1 point : 0,5 pour
Parseval, 0,5 pour le résultat.

Erreur fréquente : oublier le facteur 1 devant a% dans I'égalité de Parseval, ce qui fausse toute la

2
somme.

Exercice 4 : Probleme : dent de scie, parabole et zéta de 4 (7

points)

a. Sur =M T, @(t) = t estimpaire, et () = 0 :lafonction ¥ estimpaire. Donc
G&k':(,ﬂ:l = 0, et, par intégration par parties,

br(e) = 2 / tsin(kt) dt = %({_”'COEWL + ;1—3 f cos(kt) dt> =2 x <_%1)k>

0 0

—1yk+1
En effet, la derniére intégrale est nulle. Donc bk{@} — % pour k > 1.

Sl
]

b. Ona =
3 3 E>1

ki
2r2 _ 4
f 2 4t = = % 23 22 . Par I'égalité de Parseval, 3 — Z k2. Donc
e
)

(2 =

c. Lafonction + — #2 est continue sur [—*rr, *rr] et prend la méme valeur 4 en —T eten
T : la fonction périodisée } est continue sur [R. Sur chaque intervalle



|=m + 2mm, m + 2ma| |, elle est de classe 1 etsa dérivée 2(t — 2mar) se prolonge aux
bornes. Donc h est 1 par morceaux et h’ = 2¢, sauf aux points 7 + ama .

"
La fonction A est paire, donc br(h) = 0, et gm(h} f — %
—Iir

Pour & = 1,0na cp = %{a — 1 by) . La relation ck{hf} = 1k ¢ (h) del'exercice 1, )
donne alors ak{hi} —2bg(h") = kbg(h) + 2k ap(h), donc bp(h) = —k a(h). Avec

R = 2¢p (I'égalité hors d'un nombre fini de points ne change pas les intégrales) :

2 b 4(—1)k+1
ap(n) = ~25(e) _ 8y

—_qiyk
Ainsi g (k) = ET”TE r ay(h) = Ll(kgl) pour k& > 1,et br(h) = 0.

. La série Z % converge, donc Z ay(h) cos(kz) converge normalement sur R.Comme

h est continue et de classe 1 par morceaux, le théoréme de Dirichlet identifie la somme & } .
Pourtout = € [—m, 7] :

2 —lkCDSk:I?
b2 oy gy (D eohs)
kE>1

en &=, cos(km) = (-)F doi w2 =T +4Q): (@) =TF

jn+l

:‘1
[ ]

—
B2

2 (—1)*
En x = 0, on obtient D:%+4 Z 2 ;
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—h =-S5 --- 5

m?/3 -

La figure confirme la convergence uniforme : dés 53 , I'écart avec } est faible sur toute la

période, et il n'y a pas de phénomene de Gibbs puisque j est continue.

.
f 2 di = % w Ar2 2”; L'égalité de Parseval donne

=%+16g()

[ ]
-:"_‘ﬂ‘:i
.
|l
o
P anl N
[ ]
r:.o‘:i
]
S
[
_|_
= ||—‘
P [

1 1 8 . 4
Donc 16 g{%}:ﬁﬂ‘:}(g—g):%.mnm g(-i}:g—o

N

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour I'imparité, 1 pour l'intégration par parties ; b) 1 point ; c) 2 points : 0,5
pour la continuité et la régularité, 0,5 pour ‘“%q et la parité, 1 pour %k ; d) 1,5 point: 0,5 pour la
convergence justifiée, 0,5 par valeur particuliére ; €) 1 point : 0,5 pour Parseval, 0,5 pour QL {4} .



Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : séries de Fourier et égalité de
Parseval

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Séries de Fourier » en L2 puis entrainez-
Vous avec les exercices corrigés séries de fourier.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Contrble de maths L2 : partiel de S4, séries entieres et de Fourier
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