Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : produit scalaire et
espaces euclidiens

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : inégalité de Cauchy-Schwarz 4 points
Exercice 2 : Gram-Schmidt sur des polynémes 6 points
Exercice 3 : Projection orthogonale dans R4 4 points
Exercice 4 : Probleme : droite des moindres carrés 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : inégalité de Cauchy-Schwarz (4

points)

a. Enoncé. Pour tous T3 ¥ d'un espace préhilbertien réel E,ona [{z,y )| < 1z y.

Démonstration. Si vy = 0, les deux membres sont nuls et I'inégalité est vraie. Supposons
Yy ?é (0. Pour tout réel 2}, la positivité du produit scalaire et sa bilinéarité donnent

05|:L‘+)\y|2=|y|2)\2+2<$}y))\+|$|2+

Le membre de droite est un trindbme du second degré en A, car |y|2 == . Il est positif pour tout
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réel 2, donc son discriminant est négatif ou nul :

A=4(zy)—4z2y2<0.

Donc { z,y )? < 122 y2, cest-a-dire |{z,y )| <1z y|.

b. Supposons la famille (a:, y:l lige. Si v = U, I'égalité est claire. Sinon, T = i ¥ pour un réel
et |(z,y)] = [l w2 =01y

Réciproquement, supposons I'égalité et ?é 0(si v = 0,lafamille est liée). Alors A = 0 :
le trindme admet une racine double Ap. Ainsi |z + Ag y|g = 0,donc =z + Agy = 0 parle
caractere défini du produit scalaire, et la famille est liée.

Il y a égalité si et seulementsi = et % sont colinéaires.

Baréme : a) 2,5 points : 0,5 pour I'énoncé, 0,5 pour le cas ¥ = U, 1 pour le développement du trinéme,
0,5 pour I'argument du discriminant ; b) 1,5 point : 0,5 pour le sens direct, 1 pour la réciproque avec le
caractére défini.

Exercice 2 : Gram-Schmidt sur des polynomes (6 points)

1
a. L'application (P Q) — f PQ estbien définie car P& est continue sur [0, 1] . Elle est
0

symétrique, car PCQ = QP | etlinéaire parrapporta P par linéarité de l'intégrale ; elle est
donc bilinéaire.



1
Elle est positive : ( £ P > = f P(ﬁ}g dt > (. Elle est définie : si f P2 — 0, lafonction
0

P2 est continue, positive et d'intégrale nulle sur [0, 1], donc nulle sur [0, 1] . Le polynéme
P aalors une infinité de racines, donc P = (.

C'est un produit scalaire sur £ .

1

. Onrappelle que { X% X7 ) = T

Etape 1.Ona []|2 = ],donc €5 = 1.

Etape 2. On pose J;-_.ul:X—(X]eD)eD:X—%.AIors
: 2 3
2 — _ 1 _ |1+ _1 _ 1.
V1] —f(t 2) dt = 3(t 2) = 17
0
pou gy = vI2( X ~5) = V32X ~1).

Etape 3. On calcule  { X2 ey ) = % et
1

<X2151>:\’§f{2ﬁ3—13} dt:ﬂ(%—%):%.mors
0
vy=X2-3-%xBEX-)=X2-Xx+}=§(6x2-6x+1)

On développe (62 — 6 +1)? = 36¢4 — 72¢3 4 482 — 12¢ 4 1, dol
1

/(6t2_6t+1)2dt=%—18+16—6+1:%-
0

Ainsi Vo* = 36X E = Tag ¢t €2 VISO w, S Vg .
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La base orthonormée obtenue est ¢ = 1, ¢; = V32X 1),
ey = VB(EX2 - 6X +1).

c. Comme (50, €1 EQ} est une base orthonormée de IRQ[X] , le projeté orthogonal est
2

p = Z { X3, e; )€, .on calcule:
=10

1 2 1
(Xg;%):?}’ (X3:51>:\/3(5_31

)
(X3,€2)=x/5(1—%+%1)=£8'

Donc

p=t+45502X —1)+16x2-6X4+1)=35x2 -3 X 4

Le projeté orthogonal de X3 sur Ry[X ] est p = %Xﬁ — g X4+ 21—0 .

Le minimum 7 est le carré de la distance de  x3 & Ro[X ], atteinten P. Par le théoréme
de Pythagore, | X3¢ = PR+ | X3 - p|2 avec |p2 = Z { X3, e, >2 :

_ 1 1,27 ., 53y _1 57 __ 400 — 399,
m_T_(6+400+400)_7_400_ 2800
Donc ngalﬂ,atteintpour .5[,:%, b:_%, C:L}—D.
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La figure montre que I'écart ¢3 — p(t) = L}—D(QDtB —30¢2 +12¢ — 1) reste petit et change
trois fois de signe sur [0, 1] .

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 pour la bilinéarité et la symétrie, 1 pour le caractere défini; b) 2,5 points : 0,5
pour €, 1pour €1,1pour €9 avec le calcul de la norme ; ¢) 2 points : 1 pour T, 1 pour la valeur

de m justifiée.

Erreur fréquente : oublier de normer %1 avant de calculer ¥g ; la formule
Uy = X2 E { X2, e, ) e, n'estvalable qu'avec des vecteurs &; unitaires.

Exercice 3 : Projection orthogonale dans R4 (4 points)

a. Posons w = (1,1,1,1) et v = (1,-1,1, -1} . Alors
F=Ae:{z,u)=0et{zzv) =0 = Vect(u, ’U]J' . Les vecteurs % et ¥ ne
sont pas colinéaires, donc  Vect{u, v} estdedimension 2 et dim FF = 4 —2 = 2.
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En dimension finie, @l — (Vect(u, ﬂ}l)J' = Vect(u, v)- Deplus
{u,v)=1-141-1=0.Ainsi dim F = 2 et (u,v) estune base orthogonale
de pl.

b. Ona |u?2 = w2 = 4. La projection orthogonale sur F-L s'écrit
(z,u) (z,v)
g(x) =" u+ 7 v,

de matrice @ = %(u uT + vuT) . Le coefficient (3,7) de wuwuT +vvT vaut

14 {—1)“:+5‘,soit 2 si &+ 7 estpairet ( sinon.Donc

1 01 0 1 0 -1 0
0 1 0 =1

e=394%qd )} P=f-@=3-1 0 1
o1, 01 O ——1 0 1

{} est la matrice de la projection sur Ll et P = I4 — C celle de la projection sur
F,car RT = F g FPl.

c. Ladistancede w a F' est |’UU —PF(’LUH = |g(w)| .ona (w,u) =10 et
(wy,v)=1-243—-4 = -2 Comme u et v sontorthogonaux, le théoréme de
Pythagore donne

2 (—2)?
q(w)|? = 10 + 52— 95 41 = 26,

Vérification : glw) = Q@ w = (2,3,2,3),denorme & +9 + & + 3 = V36. La distance
de w a F vaut J3§.

Baréme : a) 1 point : 0,5 pour la dimension, 0,5 pour la base orthogonale de F-L ; b) 1,5 point : 1 pour
&, 05pour P ;c)1,5point: 1 pourla méthode, 0,5 pour 36 .



Exercice 4 : Probleme : droite des moindres carrés (6 points)

a. Notons ¥V = Im 4 = {AU = RQ} , sous-espace de [R4% . Ses générateurs, les colonnes
€y = (0,1,2,3) et Cqg = (1,1,1,1) , ne sont pas colinéaires : dim ¥V = 2 et A est
injective.

D'apres le théoreme de la projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie, pour tout

ZeV,ona l¥Y —Z1 = |Y - PV{YH , avec égalité si et seulement si £ = PV{Y:I.
Donc Sf(a, ) = [¥ — AUI2 est minimal si et seulementsi AU = jJ'Vl:Y:l .Comme A
est injective, ce vecteur TJF est unique.

Enfin, AU = PV{Y} équivautd ¥ — AT € VL, cest-a-dire <Cj,'1 Y-AU ) =0
pour 7 =1,2,s0it AT(¥ — AU) = 0. Le minimum existe, il est atteint en un unique
{J,caractérisépar A7 A7 = AT ¥V .

b. On calcule
T A —_ ?14&6) Tyv _(0+24+442Y_ {18
AT 4 ([\aay‘}e‘)&a} , A7 Y (1+2+2+4) ( )
Le déterminantde 4T A4 vaut 56 — 36 = 20 . Donc

U=g5( % 1214 )5 ) =20(18)

La droite des moindres carrés a pour équation v = 0,9 z 40,59 : g = p =

c.ona AU = (0,9;1,8;27;36),donc ¥ —AU = (0,1;0,2; —0,7; 0,4) et

S . =0,01+0,04+049 +0,16 = 0,7.

: c'est le carré de la distancede ¥ auplan Im 4 de

La valeur minimale vaut f_ﬂ

R .
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—Iy=0,9x+0,9
4. ® mesures
3 4
> 4
1
0

d Avec =Y —AU =(01;02; -0,7;04) :

(re;)=0402-14412=0, (re,)=0140,2-0,7 40,4 =0.

Le vecteur des résidus est bien orthogonal a Im A, comme I'exige la caractérisation de la
projection orthogonale.

Bareme : a) 2 points : 0,5 pour la dimension de I'image, 1 pour le théoréme de projection, 0,5 pour les
équations normales ; b) 2 points : 1 pour les deux produits matriciels, 1 pour la résolution ; c) 1 point : 0,5
pour la valeur, 0,5 pour l'interprétation ; d) 1 point (0,5 par produit scalaire).

Revenir a I'énoncé du controle
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Apres le corrigé du controle : produit scalaire et espaces
euclidiens

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Espaces euclidiens » en L2 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés espaces euclidiens.

Retrouvez tous les contréles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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