Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : partiel de S4,
séries entieres et de Fourier

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : dérivation sous l'intégrale, Dirichlet et Parseval 3 points
Exercice 2 : Une série entiére et sa somme 4 points
Exercice 3 : Intégrale de Gauss a parametre et série entiere 5 points
Exercice 4 : Probleme : noyau de Poisson et intégrale de Poisson 8 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : dérivation sous l'intégrale,
Dirichlet et Parseval (3 points)

a. Théoreme de dérivation sous le signe intégrale. On suppose que :

o pourtout x € I,lafonction ¢ — f{x,t) estcontinue par morceaux et intégrable sur
g

o la dérivée partielle % existe sur I x .J, elle est continue par rapporta & pour tout %

, et continue par morceaux par rapporta £ pourtout I ;
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o (domination) il existe une fonction % positive, continue par morceaux et intégrable sur .J,

telle que %{a:, £)| < ¢(t) pour tout (z,t) e T x J.

df
/
Alors F estdeclasse (1 sur I et & (=) = fa ;,;':35: t) dt | gn pratique, il suffit
J

que la domination ait lieu sur chaque segment de I .

b. Théoréme de Dirichlet : si J est 2+ -périodique et de classe ¢l par morceaux, alors sa
série de Fourier converge en tout réel I, et

a 2 = T
52 1+ 3 (anlg)cos(ne) + balg)sin(na)) = Lol )
n=1

Formule de Parseval : si § est Z4r -périodique et continue par morceaux, alors

H=

[ a@? a6 =54 57 (an(@)? + 50(0)?).

Baréme : a) 0,5 point pour l'intégrabilité, 0,25 point pour la régularité de la dérivée partielle, 0,5 point pour
la domination, 0,25 point pour la conclusion ; b) 0,75 point pour Dirichlet (hypothése C* par morceaux et
valeur de la limite), 0,75 point pour Parseval.

Exercice 2 : Une série entiere et sa somme (4 points)




R # I:E':":!-'i‘:l- T 1 A Y 1
a. Posons iy, = al(at1) = 0. Alors an = ngg 1 . D'apres la regle de d'Alembert,
H=1.
b. O L =L LI pour |z <1, lesséri % et L= t(
. Ona At — 7 atl: our , les séries Zﬂ € Zﬂ—l—l convergent (rayon
I _ _ —
1), donc on peut séparer la somme. D'une part, ;1 no— IH{I 35:' . D'autre part, pour
n

a:?é[],

Par conséquent, S(r) = —-In(l — 2) + —%— 1n(1 7) +1=1+1In(1- Lp}(dl_r — 1) . Ainsi

S =1+ (1= mjl;l(l %) pour € ]—l, 1] nonnul,et S{0)=0.

oh
nin+1)
5 ). La serie converge donc normalement sur [—1,1] . Ses termes étant continus, S est

continue sur [—1,1] . En particulier, S{—1) estlalimitede S{zr) quand = — —1 :

< nlntl) terme général d'une série convergente (équivalent a

c. Pour = € [-1,1],

_1+2111 — 1 —2In 2.

La somme vaut 1 —2In2 = —0,386.De méme, S{1) =1,car {1-=x)n(l-x) — 0,
ce que confirme la somme télescopique.

d. Onfactorise: 1+ x —2x2 = (1 — £)(1 + 21), expression strictement positive au voisinage

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

de 0. Pour |a:|-:::%.

In(l 4+« — 2$2) =In(l—z)+In(l 4+ 2z) = Z 7 ™,

n=1

Les deux séries ont des rayons différents, 1 et % ; le rayon de la somme est donc le plus petit.

Le rayon de convergence vaut % .

Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour la décomposition et la séparation justifiée, 1 point pour le calcul ;
¢) 0,5 point pour la convergence normale et la continuité, 0,5 point pour la valeur; d) 0,5 point pour le
développement, 0,5 point pour le rayon.

Exercice 3 : Intégrale de Gauss a parametre et série entiere (5

points)

a. Posons  f(z,t) = e—t%cos(zt) sur Rx [0, +oo[ .Pourtout =, |f(x, )| < e—t?,
fonction intégrable sur [0, +0o[ . Donc F' est définiesur R.

Ensuite, %@;! t} = —¢ e—fzsin(a:t} est continue sur  [R x [D, —|—r:o[ ,etl'onala

domination

%@;! t}| <t e—1t2 . Cette fonction est intégrable sur [D, —I—rc:o[ : son intégrale

43 oo
vaut [_%] = % . D'apres le théoreme de dérivation sous l'intégrale, F' est de classe
0 too
cl sur Ret F/(r) = —f tE_tQSiHI:ﬂ?ﬁ:l dt.
0



b. Soit A >0 .On intégre par parties avec u(t) = sin{zt) et w(t) = %e—tz , de sorte que
v(t) = —te—t?

A A
A
—f t et sin(et) dt = {le_tgsin(xt)}o — %f e—t?cos(xt) dt.
0 0

Le crochet vaut %e—ﬂgsin{xAj, qui tend vers [ . En faisant tendre A vers oo, on
obtient FII:J?:I = —%FI:J?:I.

s (P@es%) = (£/@) +5F@)e™/* = 0.done P@e* = PO = F

Ainsi F(r) = %5_5‘32;4 pour tout réel .

c. Calculde I, .Chaque I, converge, car t2me—t? = o(tl—g) en 4+oo.Pour n =1 ,0n

intégre par parties avec = ¢idn—1 et y = —%g—tz :
—+00
—+00
I, =|-3t2n—1g—t2 , t n—=1f 2n-2q—t% gy =201y
0
) E@n) . - .
Montrons par recurrence que f,, = 4" Ty C'est vrai pour # = [J.Sic'est vrai au rang
.
n — 1, le rapport des deux expressions vaut (27)(2n — 1) _n—1 , Ce qui correspond a la

dn - 2
relation de récurrence. La formule est donc vraie pour tout 7.

(—1)" x2nt2n
(2m)!
U . e .t . .
n est continue et intégrable, et Up(t) = e~ T cos(zt), fonction continue. De plus,

Intégration terme a terme. Pour £ = (J, on pose up(t) = e—1t? . Chaque
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400 oo T 5. J_—FOO 1 o\ ™ " /4
X iy X mw_T
lunl = > @Gapln =73 55) =% < 4o

Le théoreme admis s'applique donc, et

+00 1 \? 2 400 n
Fe)= 3 “hartn=83 H(-%).

— 2
%E,ﬂ?f“&

On retrouve F(;t:} = , et I'on obtient au passage le développement en série entiére

de ', derayon infini.

— F(x) = YE e

-—= somme partielle jusqu'a n =2
—:= somme partielle jusqu'an=6



Baréme : a) 0,5 point pour la définition, 0,5 point pour la domination, 0,5 point pour la conclusion ; b) 0,75
point pour l'intégration par parties et la limite, 0,75 point pour la résolution de I'équation différentielle ; c)

0,5 point pour la relation de récurrence, 0,5 point pour la formule de I _n, 0,5 point pour la vérification de la
somme des intégrales, 0,5 point pour la conclusion.

Erreur fréquente : dériver sous l'intégrale sans hypothese de domination indépendante de  ; ici,
t e—t2 convient pour tous les  a la fois.

Exercice 4 : Probleme : noyau de Poisson et intégrale de

Poisson (8 points)

Partie A : une série de Fourier

a. Pourtoutréel &, |rPcos(nd)| < |1i"‘|ﬂ , terme général d'une série géométrique convergente, car
[r| < 1.La série converge normalement sur [ . Ses termes sont continus, 24T -
périodiques et pairs. Par conséquent, la somme f,r , limite uniforme, est continue, 21 -
périodique et paire.

b. Posons » — retf ,avec |z| = |r| <1.Alors D) = [1 — z|*, car
L - z|3 = 1-2Re(z) + |,g|2 .Comme =z ?é l,ona D.(@)>0.Ensuite, la série
géométrique donne

En prenant les parties réelles, fr{ﬁ') — %
T
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] permet d'intégrer terme a terme aprés multiplication par

)

c. La convergence normale sur  [—m,

cos(k@)cos(nd) df vaut 0 si k ?é n, 1 si

cos(nf) , fonction bornée. Or

c---.___::1

=

k=n2>1let 2si k=mn = 0.Donc ’J’D':fr:' = 2 et G&nl:fr} = 7" pour
n = 1 . Enfin, f,r est paire, donc tous les b, sont nuls.

Ainsi @3 =2, a, = r"pour n > 1,et by, = 0 :lasériequidéfinit f . estsa

série de Fourier.

2 — 2rcosf — (1 — 2rcosf + r2) | — 2
d. On calcule gfr(ﬁ') -1 = D.@) — D.0) De plus,

kip
ffT:ﬂgﬂzﬁﬂ.DonC
—ar

T T

dfé 1 _ 4 — 27 2w
fDT(Q)_l—rzf (er(e)—l)dé'— 1—r2 T 1—yr2
-7 m

Ensuite, f,l,, est continue et 241 -périodique, donc la formule de Parseval s'applique :

T
+ 00
ﬁffr_?+zrgn_2+l—T2_l—T2




I
|
|
NI=
NIa 4
=
D

Partie B : une intégrale a parametre

e. Par I'inégalité triangulaire, |1 — reﬁ"ﬂ >1—|r|>0,donc D) = (1- |1r~|:|2 ~ 0. La
fonction g{r; &) = In D,.(8) est donc définie et continue sur |—1,1[ x [0, 7], et P{r) est
I'intégrale d'une fonction continue sur un segment.

De plus, g_f{’-’? S} = w

< 1—a) 4 2 constante intégrable sur [0, 77| . Par le théoréme de dérivation
—d

est continue. Soit @ € ]0,1[ .Pour |r| €< @ ,onala

ar
sous l'intégrale, P est (¢l sur [—a,a] pourtout a <1.Donc P estdeclasse (1
m

sur ]-1,1[,avec P/(r) = f%ﬂg—l%m dé.
0

domination

f.ona r(r—cosd) = r2 —rcosfd = D,.(#) — (1 — rcosd). En divisant par 7D (8}, on
ki ki)

: — 1— f,.0) . , 1
obtient T —cosf _ T . Ensuite, f,r est paire, donc ffr =3 fT = . Par
0 =T

D@ — 7
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conséquent, pour T ?é 0,

P"(r) =

=D
—_
 —
|
S
-
L
D
pa—
e
-
R
I
=D
e
=
|
=]
pa—
I
-

aT

Par continuité de P/ ,onaaussi P/(0) = 0 ; dailleurs, P/(0) = —2/ cosf dd = 0.

i
La fonction P est donc constante sur l'intervalle |—1,1[ , égalea P(0) = flnl dfd =0

0
.Ainsi P(r) = 0 pourtout r & |-1 1.

g. Fixons @ etposons (r) = In D,.(f) pour r € ]-1,1[.D'aprésf) et la définition de  f,. ,

— Too Lo
W' (r) = w = 2 Z rcos(nf) = —QZ rn—lcos(nf),
n=1 n=1

égalité encore vraieen r = [, ol les deux membres valent —%cosd . C'est une série entiere
en 7 derayonaumoins 1.On l'intégre terme a terme sur [0, ], avec #(0) = 0 :

+oo g
In D) = 2% ricoin)

n=1

Enfin, & 7 fixé, cette série de fonctions de & converge normalement sur [0, 7] , car son terme
ki
n
général est majoré par I"l” . on peut donc l'intégrer terme a terme. Or cos(nd) dd = 0
T
0

pour 7. = 1 .0n retrouve P{r} = 0. Au passage, les coefficients de Fourier de

8 = In D) sont ag=0et g = _%Tﬂ.



Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour la positivité de D, 0,5 point pour la somme ; ¢) 0,5 point pour la
justification de I'intégration terme a terme, 0,5 point pour les coefficients ; d) 0,75 point pour l'intégrale de
1/D, 0,75 point pour Parseval ; e) 0,5 point pour la minoration, 0,5 point pour la domination sur un
segment, 0,5 point pour la conclusion ; f) 0,5 point pour I'identité, 0,5 point pour P = 0, 0,5 point pour P =
0, g) 0,5 point pour le développement en série, 0,5 point pour I'intégration terme a terme.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : partiel de S4, séries entiéeres et de
Fourier

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Séries entieres » en L2 et « Intégrales a
parametre » en L2 et « Séries de Fourier » en L2 puis entrainez-vous avec les exercices corrigés séries
entieres, intégrales a parameétre, séries de fourier.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Contréle de maths L2 : séries entiéres et rayon de convergence

e Contréle de maths L2 : intégrales dépendant d'un paramétre

e Contréle de maths L2 : séries de Fourier et égalité de Parseval

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr/controle-maths-l2-bilan-partiel-s4-series-entieres-fourier-parametre
https://mathovore.fr/series-entieres-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/integrales-dependant-parametre-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/integrales-dependant-parametre-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/series-fourier-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/series-entieres-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/series-entieres-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/integrales-dependant-parametre-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/series-fourier-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/controle-maths-l2
https://mathovore.fr/controle-maths-l2
https://mathovore.fr/devoirs-surveilles-maths
https://mathovore.fr/controle-maths-l2-series-entieres-rayon-convergence
https://mathovore.fr/controle-maths-l2-integrales-dependant-parametre
https://mathovore.fr/controle-maths-l2-series-fourier-parseval
https://mathovore.fr

