Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : normes et
topologie de R"n

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : normes usuelles de R™n 4 points
Exercice 2 : Une norme non usuelle du plan 4 points
Exercice 3 : Une partie compacte définie par des inégalités 5 points
Exercice 4 : Adhérence d'une partie dénombrable 3 points
Exercice 5 : Probleme : distance a un fermé 4 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : normes usuelles de R™n (4

points)

a. Une norme surun [ -espace vectoriel & est une application IV : & — R qui vérifie trois
propriétés. D'abord la séparation : IN{z) = 0 = = = 0. Ensuite 'homogénéité :
N{(X z) = |A| N(z) pourtout X € R .Enfin I'inégalité triangulaire :
Niz +y) < N(z) + N(y).

b. Les deux applications sont a valeurs positives. Pour "1, si |:J:E-| = 0, une somme de réels
[Allz| = [Al 121 . Enfin,

;on somme sur 3 .

positifs est nulle, donc chaque ¥ est nul. Ensuite  |.A :r:|1 =
I'inégalité triangulaire dans [ donne |$‘E— + yﬁ-l < |$i;| + Iy,ﬂ;
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Pour '"oo ,si Max |¢F| = 0, alors tous les |it?ﬁ-| sont nuls. L'homogénéité vient de
max(|A|z.[) = [A| max |z,|. Enfin, pour tout 7,
|z, + v, < e+ lv,] € @i +1¥1, ;o passe au maximum sur 7 . Ce sont donc
deux normes.

it g indi | = — 2 2 = 122 dot
. Soit %p unindice tel que |1?m| ITloo . Alors  1T12, = T < Z:r:é = 1zig, d'od

1Tl < 115 .

y 2 e 2
Ensuite, en développant, = Z e + ; |£'3||£_?| = 1 ,donc 11y < 1z .
1F 3

Enfin, chaque |:t?ﬁ-| est majoré par Lles, donc 1Ty < T oy .

Par conséquent, ces trois normes sont deux a deux équivalentes : elles définissent les mémes
ouverts, les mémes parties bornées et les mémes suites convergentes. C'est un cas particulier du
théoreme d'équivalence des normes en dimension finie.

. Dans R2,laboulede "1 estlelosange de sommets (£ 1,0) et (0, % 1).Cellede '3
est le disque unité, et cellede '"'co est le carré [—1] 1]2 .

— Il

N N M
| el e S
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L'inégalité 1Tlgg = 1Tl = 1Z1y selitsurlafigure: By C Bg C B, . Plus une norme est
grande, plus sa boule unité est petite.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point par norme ; ¢) 0,5 point pour les deux premiéres inégalités, 0,5 point

pour la derniére, 0,5 point pour la conclusion ; d) 0,5 point pour la figure, 0,5 point pour les inclusions.

Exercice 2 : Une norme non usuelle du plan (4 points)

a. L'application ]V est a valeurs positives. Si N{z,y) = 0,alors z =0et £ +y =0,
donc % = 0 :c'estla séparation. Pour } € R,

N v) = max([Ale], Az +yf) = |A N .

Soit u = (r,y) et uw = (z/,y").ona |z + /| <o+ |2/| £ N{uw) + N(u’). De
méme, |z 4+z/)+ (v +y/)| < |z +yl+ |z’ + /| < N+ N{u). Enprenantle
maximum, N(u + u/) < N{u) + N(u/). Donc N est une norme.

. Dunepart, |£ 4yl < |z + |yl £ 2, et |z € iy, done N{u) < 2iuig, .

Dautre part, |z| < N{uw)et |yl =|z+vy) —=z| < |z +vy|+ |2 £ 2N). Donc
(TIPS < ENI:’LL:I , soit %|u|m < Nli’i'_&:l

Ces constantes sont optimales. En effet, pour u = (1,1), N{u) = 2 = 2iui,,. De méme,
pour u = (1,-2), N{u) = max(1,1) = let Il = 2,donc N{u)

deux inégalités sont atteintes.

= ltlgg - Les

. La boule unité fermée est {|3:| < 1} M {—1 <r+y< 1} : C'est I'intersection d'une bande
verticale et d'une bande oblique. On obtient le parallélogramme de sommets (1,0}, (1, —2]
, (-1,0) et (-1,2).
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x+y=1

(1,0)

(=1,0)
lulle < 1/2

La figure confirme b : la boule de 1Y contient le carré Ul og < % et elle est contenue dans le
carré 1lg, < 2. Lessommets (1, —2) et (-1, 2) touchent le grand carré ; les points
:I:(%: %} touchent le petit.

Bareme : a) 0,5 point pour séparation et homogénéité, 1 point pour I'inégalité triangulaire ; b) 0,5 point par
inégalité, 0,5 point pour I'optimalité ; c) 0,5 point pour la description, 0,5 point pour la figure et les
sommets.



a. Les applications g: (r,y) — 2 +y2 et h:(z,y) = y — o2 sont polynomiales, donc
continues sur R2.0r A = g—1(]-oco,4]) N A7H[-2, +co[) . Lesintervalles ]—oo, 4]
et [—2, —I—CO[ sont fermés dans [k . L'image réciprogue d'un fermé par une application continue
est fermée, et une intersection de fermés est fermée. Donc 4 est fermée.

b. Tout pointde A Vérifie |{1?, y:'|2 < 2 ,donc A estbornée. En dimension finie, les compacts
sont exactement les parties fermées et bornées, d'apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass. Donc
A est compacte.

c. Lafonction f est linéaire, donc continue. Par le théoréme des bornes atteintes, elle est bornée
sur le compact non vide 4 ety atteint son maximum et son minimum.

Maximum. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, £ +y < V2\/z2 4+ y2 < 242 . Le point
(V2,V2) vérifie 2 +y2 =4et y =2 >0 = 22 -2, doncilestdans A .Ainsi
max f =22

Minimum. Sur 4 ,ona %y > £2 —2,donc

2
Tty > zd4x—92 = (33 + %) - % > _% . Le point (_%: _E) est sur la parabole,
et L + 23 _ 53 & 4 doncilestdans A .En ce point f = —2 Ainsi min f = g
4 1 — 16 =~ ' ' - 4 A 4
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Sur la figure, les deux droites de niveau extrémes de [ touchent A sans la traverser.

d. Ona U = g—1(]-o0,4[) N A~1(]-2, +00[) . Cest une intersection finie d'images
réciproques d'ouverts par des applications continues, donc {J est ouvert. Deplus 7 4 .0r

I'intérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans .4 . Par conséquent,
U C [\mathring?]4

Erreur fréquente : affirmer qu'une partie définie par des inégalités larges est fermée sans citer la
continuité des fonctions qui la définissent.

Baréme : a) 0,5 point pour la continuité, 1 point pour I'écriture en images réciproques ; b) 0,5 point pour le
caracteére borné, 0,5 point pour la compacité justifiée ; c) 0,5 point pour I'existence, 0,5 point par



extremum avec un pointde A ; d) 0,5 point pour I'ouvert, 0,5 point pour I'inclusion dans l'intérieur.

Exercice 4 : Adhérence d'une partie dénombrable (3 points)

a. Pourtout n =1,

(% 0")

avaleurs dans D et converge vers (0,1).0r (0,1)¢ D, car la premire coordonnée d'un

= 1,donc I} est bornée. La suite Uy = (ﬁ: 1) est
[ace]

point de £} n'est jamais nulle. D'apres la caractérisation séquentielle des fermés, I} n'est pas
fermée.

b. Soit p = (%, (_1}’”’) € D et r>0.Pour 0<t<min(r1), lepoint (%, (-1)" + t)

est dans la boule B(p, r) . Mais sa deuxiéme coordonnée n'est pas égale & = 1, donc il
n'appartient pasa I . Aucune boule centrée en un point de I} n'estincluse dans I3 :
l'intérieur de I} est vide.

c. Inclusion D .Ona [ C D.Deplus, (0,1) estlimite de (ﬁ: ) et (0, —1) estlimite de

(ﬁ! —1) , suites d'éléments de  1J .

Inclusion C .Soit £ £ [, limite d'une suite (%: (—l}nk) d'élémentsde 1.

Si la suite d'entiers ':”}.;:' est bornée, elle prend une valeur M une infinité de fois. La sous-suite

correspondante est constante, égale a (%: {_1}m) ,donc £ ¢ I,

Sinon, on extrait une sous-suite telle que "y —* +00 | La premiére coordonnée tend vers (.
La deuxiéme converge et prend ses valeurs dans le fermé {—1, 1}, donc sa limite vaut =+ 1.

ainsi £ € {(0,1), (0, -1)} .

pbonc D = DU{(0,1), [, -1}.

Bareme : a) 0,5 point pour le caractere borné, 0,5 point pour le contre-exemple ; b) 0,5 point; ¢) 0,5 point
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pour l'inclusion directe, 1 point pour la disjonction des cas.

Exercice 5 : Probleme : distance a un fermé (4 points)

a. Pourtout & € F',l'inégalité triangulaire donne dia, F') < la — bly < la —ally + la/ — bly.
En passant a la borne inférieure sur & € F', onobtient dfa, F'} < la — a’ly 4+ d{a’, F'} .En
échangeant les roles de @ et g/, on conclut que |dia, F') —d(a/, F')| < la —a’ly.
L'application a — d{r;&, F:l est donc 1-lipschitzienne, et en particulier continue.

b. On choisit &1 € F' etonpose T = |& — 51|2, pus K = F N Ba, r) . Cette partie est
non vide, car elle contient &1 . Elle est fermée, comme intersection de deux fermés, et bornée.
C'est donc un compactde [R™ .

L'application & — la — b|g est continue. Par le théoreme des bornes atteintes, elle admet un
minimum sur & en un point bg , et |'55 - 50|2 <r,

Soit be F.Si be K, alors la—2bly > |G&—5D|2.Si bgﬁf , alors
la — '5|2 =T = |fl - '50|2 . Donc |f5& - '50|3 minore toutes les distances :
la — 5D|2 = dfa, F') , et la distance est atteinte.

c. L'ensemble A est I'image réciproque du fermé {1} par I'application continue {:t?, y:l — Y
H estfermé.Pour (z,y) € H ona z2+y2 > 2zy| = 2, car (Jz| - [y)? > 0.
ponc |z, y:'|2 > V2 | L'égalité a lieu si et seulement si |x| = |y| ;avec Ty =1, cela
donne (1,1) ou (-1, —1).Ainsi d{0, H) = vZ, atteinte en deux points (1,1} et
(—1, —1:1 : le point réalisant la distance n'est pas unique en général.

d. L'ensemble L est I'image réciproque de {0} par (z, %) — %, donc il est fermé. Les points de
H vérifient y?é 0,donc .M H = (.Enfin,pour n =1, {n, D:l e L et
(n, %) £ H sonta distance % qui tend vers [ . La distance entre I, et H estdonc

nulle, bien que ces fermés soient disjoints. Cela ne peut pas arriver si I'un des deux fermés est
compact.

Baréme : a) 0,5 point pour I'inégalité, 0,5 point pour la continuité ; b) 0,5 point pour la compacité de K ,
0,5 point pour le minimum, 0,5 point pour la comparaison hors de K ; ¢) 0,5 point pour la minoration,



0,5 point pour les points ; d) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : normes et topologie de R™n

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Topologie de R™n » en L2 puis entrainez-
Vous avec les exercices corrigés topologie de r™n.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Contrble de maths L2 : partiel de S3, fonctions de deux variables
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