Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : isométries et
théoreme spectral

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : endomorphismes symétriques et matrices 4 points
orthogonales

Exercice 2 : Axe et angle d'une rotation 5 points
Exercice 3 : Matrice d'une réflexion 3 points
Exercice 4 : Probleme : théoreme spectral pour une matrice 3x3 8 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : endomorphismes symétriques
et matrices orthogonales (4 points)

a. Soit * € Ey(u)et v € Eyulu). Comme u estsymétrique, {ufz),v) = { =z, uly)).or
ulr) = Az et uly) = py,dou

Ma,y)=p(r,y) soit A—u)(z,y)=0.

Comme A ?é {4, onobtient { &,y ) = 0. Les sous-espaces propres F(u) et Fpulu)
sont donc orthogonaux.
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b. Théoréeme spectral. Tout endomorphisme symétrique d'un espace euclidien est diagonalisable
dans une base orthonormée : E est la somme directe orthogonale de ses sous-espaces propres.

Version matricielle : pour toute matrice 5 &€ Mn(ﬂ?:l symétrique, il existe P & Gﬂ(ﬂ?:l et
D diagonale réelle tellesque § = P D PT = p D p—1.

c. Notons C1,...,Cp lescolonnesde M . Le coefficient d'indice (¢, 7) de AF7T pg vaut
C;r C;=(C;Cj,).bonc MT M = I, équivauta (CyuC ;) = b4 pourtous
1, 7, C'est-a-dire : la famille (Cl, - Cn:l est orthonormée. Une famille orthonormée de
vecteurs est libre, donc c'est une base de R" .

Danscecas, 1 = det(I,) = det{MT] det(M ) = (det M}E. Donc det Af = 1 ou
det M = —1.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la symétrie utilisée, 1 pour la conclusion ; b) 1 point (0,5 par version) ; c)
1,5 point : 1 pour I'équivalence, 0,5 pour le déterminant.

Exercice 2 : Axe et angle d'une rotation (5 points)

a. Les colonnesde A sont €'y = %{2] 2,-1), Cp= %(—1] 2,2) et Cq = %(ﬁj —1,2).0n
a

4 4 +1
0112 = |Cq]? = |03)? = 5= =1

?

044-9 . 9 944
(CLCQ):%:O)(C&:C?)):ZI 3 220:(02)03): 9+ = 0.

Les colonnes forment une base orthonormée, donc .4 est orthogonale (exercice 1, c).



b. On développe le déterminant de la matrice entiere 3.4 selon la premiere ligne :

det(3A) =2(4+2)+1x (4—1)+2(4+2) =12+ 3 +12 = 27.

Donc det A = 27 _ 1 . Une matrice orthogonale de déterminant 1 est dans

=5 =
S03(R) : A estla matrice d'une rotation 1.

c. L'axeest ker(A — I3} = ker(34 —373), avec

-1 -1 2

Le systeme s'écrit —x — vy + 2z = 0 et 2z —y — z = 0. La premiére équation donne
T = 2z — %y ;enreportant, 4z — 2y —y —z = 0,s0it ¥ = Z,puis £ = z.L'axe de
r est la droite Vect(l, 1, 1} . (La matrice n'est pas I'identité, donc I'axe est bien une droite.)

d. Latrace d'une rotation d'angle & vaut 1 4 2cosf.Ici tr 4 = 2—'_‘3——'_2 — 92 ,donc
cos&:% et & = :I:%.

Pour le signe, on utilise un vecteur = hors de I'axe : det(w, =, r(z]) ale signede sind . Avec
z=¢e = (0,0 et rle;)=Cy=15@22-1):

1 (11 3§ 1 1 2 1
det(wueluT(el))zﬁ 10 331 0 &_% =ﬁ><(—1)><(—g—g)=ﬁ>0

(On a développé selon la deuxieme colonne.) Donc siné = 0 . La rotation 7 a pour axe
Vect(l,1,1), orienté par w , et pour angle & = % .
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e r(ey)
n/3

Vérification : la partie antisymétrique %{A — AT) doit valoir gin# fois la matrice du produit

vectoriel par ' . Ici %(A — AT} a pour coefficients =+ % , et Y3 X L _ L. estcohérent,

2 73 T 2

Baréme : a) 1 point (normes 0,5, produits scalaires 0,5) ; b) 1 point : 0,5 pour le déterminant, 0,5 pour la
conclusion ; ¢) 1 point; d) 2 points : 0,5 pour la trace, 0,5 pour cgs8, 1 pour le signe de ainf parle
produit mixte.

Erreur fréquente : donner & = 3 sans préciser I'orientation de l'axe ; avec l'axe orienté par —1i,
. kil
I'angle serait —3.



Exercice 3 : Matrice d'une réflexion (3 points)

a. Leplan P estlorthogonalde n = (1,—2,2), et Pl = Vect(n). Tout « s'écrit

(zn) Y (mn)

r =\lx —
VL. 17212 "

ol le premier terme est dans P (son produit scalaire avec 7. est nul) et le second dans pL.

La réflexion s conserve la composante dans P et change le signe de la composante dans L
2{zn}

ydol s(x) =z — -~

Matriciellement, § = I3 — % nnl avec n2 =9 et

7 4 —4
1 =2 2
nnl =(-2 | —4 Jdion(:S:% 4 Q
2 -4 &4 —4 8 1,1

)

b. La matrice S est visiblement symétrique. Comme s o5 = id,ona 52 — T4, donc

sTg = 52 = I3 : 5 estorthogonale. On peut le vérifier sur les colonnes : par exemple
49416416 _ | o 284432 4
Bl - Bl -

Dans une base formée de deux vecteursde P etde 7, lamatricede s est diag(l,1, —1).
Donc det§ = 1.

c.ona ((L,)mn)y=1-242=1,donc

s(1,1,1) = (1,1,1) — 3(1, -2,2) = (

LN |

158)

L'imagede (1,1,1) est %{’F] 13, 5) , ce que confirme le produit S x (1,1,1)7 .
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Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la décomposition, 1 pour la matrice ; b) 1 point : 0,5 pour I'orthogonalité,
0,5 pour le déterminant ; c) 0,5 point.

Exercice 4 : Probleme : théoreme spectral pour une matrice
3x3 (8 points)

a. La matrice B est symétrique réelle. D'apres le théoreme spectral, elle est diagonalisable
dans une base orthonormée : il existe P orthogonale et I} diagonale telles que

B=pppPT.

B(,1,-27 = (5-1-4,
b. On calcule ,—1 4+ 5 — 4, .Donc (0 estvaleurproprede B et
,2—|—2—4} = {D,D,D}
(1, 1, —2} € ker B .

Ensuite,

I -1 2
1 2

B—-6I3=|—
2 2 & —4

a trois lignes proportionnelles et non nulles : son rang vaut 1 . Par le théoreme du rang,
dim EE{B} =3-1=2.

Comme dim Ep(B) + dim Eg(B) > 142 = 3, ces sous-espaces sont en somme directe
et remplissent R3.Le spectrede B est {0,6},avec dim Ep(B) =1 et
dim E@{B} = 2.Contrdle: tr B =12 =04+64+6.

c. On norme le vecteur du noyau : 1, = %(1, 1, —2) . Le sous-espace Fg(B) est le plan



d'équation = + v — 2z = 0, c'est-a-dire I'orthogonal de %1 (conformément a I'exercice 1, a).
On y choisit deux vecteurs orthogonaux : (1, =1, 0) et (1,1, 1}, qui vérifient I'équation et dont

le produit scalaire est nul. On pose iy = %{1, —1,0) et ug = %{1, 1,1).

La famille {ul, U, ug} est une base orthonormée de vecteurs propres, et I'on peut
prendre

1
V2
1

V2

Sl

E
o
-
|
OO
OO
OO

Ro SN
Pl

\ , 0

. Décomposons T = & Uy + ,3 Un + ¥ U4 dans la base orthonormée. Alors
Br = 60 ug + 67 ug, et

(Br,z) =6(8%2+72)> 0.

L'égalité ( Bx,xz ) = 0 alieusietseulementsi S = 7 = 0, c'est-a-dire
r e Ve-::t{uljl = ker B | Lamatrice B est symétrique positive, mais pas définie
positive : par exemple { B(1,1, -2), (1,1, -2} ) = 0.

. Onpose A = F dia,g([], VB, u%) PT | Cette matrice est symétrique, a valeurs propres 0 et
V6 positives, et B2 = P diag(0,6,6) PT = B.

Pour I'exprimer simplement, on remarque que P diag(0,1,1) PT estla matrice T dela

projection orthogonale sur Fg(B).Ainsi B = 6 IT et R = & IT . Donc

_ 6 _ 1
=5B=5B.

Vérification directe :
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f. Comme j72 — jT.ona Bk — gk j7k = 6% 1T = 6k—1 B.Pourtout % > 1,
BF = gk-1pm.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 2 points : 0,5 pour le noyau, 0,5 pour le rang, 1 pour le spectre et les dimensions
justifiés ; ¢) 2 points : 1 pour la base orthonormée, 1 pour P et I3} ;d) 1,5 point: 1 pour la positivité,
0,5 pour le cas d'égalité et la conclusion ; e) 1,5 point : 0,5 pour la construction de H., 1 pour

I'expression % B justifiée ; f) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : isométries et théoreme spectral

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Isométries et théoréme spectral » en L2
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés isométries et théoreme spectral.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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