Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : intégrales
généralisées et intégrabilité

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours, les intégrales de Riemann 4 points
Exercice 2 : Nature et calcul de quatre intégrales 5 points
Exercice 3 : La fonction Gamma aux entiers 4 points
Exercice 4 : Probleme, l'intégrale semi-convergente de sin(t)/t 7 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours, les intégrales de Riemann (4

points)

a. Lafonction ¢ — ¢~ estcontinuesur [l, +oo[ .Pour = =1 :
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Si a>1, pl—o _y (O etlintégrale tend vers ﬁ S a<l, zlma o 4o s

o« =1, Inzx — 4co.Ll'intégrale converge si et seulementsi o > 1, et vaut alors
1

a—1"

b. La fonction est continue sur ]0,1].Pour 0 <e <1 :

1

Si a<l, gl—a — 0 quand & — 0 etlintégrale tend vers ﬁ Sioa =1,
glma 3 4o ;si @ =1, —lne — 4co.L'intégrale converge si et seulement si

_1
o <1, etvautalors ——.

c. Théoréme. Soient f et g continuessur [a, B[ , positives au voisinage de & , avec
b

b
f(t) ~ g(t) quand ¢ — b . Alors les intégrales ff et fg sont de méme nature.
¢

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour les primitives, 0,5 pour la discussion, 0,5 pour la valeur ; b) 1,5 point,
méme répartition ; ¢) 1 point (0,5 pour les hypothéses de positivité, 0,5 pour la conclusion).

Exercice 2 : Nature et calcul de quatre intégrales (5 points)

a. Lafonction g:t — m est continue et positive sur |0, +oo[ : I'intégrale est impropre en

1 1 1
Oeten —+co.En0, g(t) ~ {172+ intégrable car 3 <1.En +co, g(t) rv 377
intégrable car % =1 .Donc I converge. Ensuite, 1 — 1,2 est une bijection de classe (71

strictement croissante de |0, +oo[ surlui-méme. Avec ¢ = 42 et dt = 2udu :



c. Lafonction # —

—+ 00
f 2udu_ _ 9rarctan u]arm 2
0

X
e

(14+u2)

Donc [ — .

b. Lafonction & — h;—gt est continue et positive sur  [1, +oo[ , et thZ X ht"—t = 11"?; — 0.
Ainsi 11;_21: = C’(talﬁ) . J converge. Sur [1, :1:] ,avec u = Intet vy = _%,fonctions
de classe (1 :

X
In ¢ In¢]” di 1 1
I n nor .
" dit = l — } -+ L2 = — T + 1 — T
1 t
1

Quand & — —4oo ,onobtient 0 = 1.

_1

7 est continue et positive sur  [2, +-00[ , de primitive ¢ — In(In £).

I

tlnt —
2
limite).

Ainsi f i _ In{ln z) — In(In 2) = +oco . L'intégrale diverge (intégrale de Bertrand

, 1— t . . 2
d. Lafonction A:t — % est continue et p05|t|ve sur |0,1].Comme 1 —cogt ru % en

0,ona h{t} 1;2 L'intégrale de Riemann f converge, donc par équivalence de

172

fonctions positives, I'intégrale converge.

Baréeme : a) 1,5 point : 0,5 pour la convergence aux deux bornes, 0,5 pour le changement de variable
justifié, 0,5 pour la valeur ; b) 1,5 point : 0,5 pour la convergence, 1 pour l'intégration par parties et la
limite ; ¢) 1 point; d) 1 point.
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a. Soit £ > 0.Lafonction :t — tT—le—t estcontinue et positive sur |0, +oo[ . En 0,
@(t) ~ tl%:c ,intégrable sur ]0,1] car 1 —z <1.En +oo,
2 (t) = t¥+le—t — 0 par croissances comparées, donc  ¢o(t) = o(tl—g) , intégrable sur
[1, +oo[ . L'intégrale I'(zr) converge pour tout = > 0.

b. Sur [g, A], on intégre par parties avec 1, = #* et y = —e—t,declasse (1 :

A
f tTe—tdt =ec¥e€— A e—A 4 ¢ f tz—1 o=t d¢.
3

Quand ¢ —+ 0, eTe™® s 0car £ >0.Quand A — Joo, A% —4 5 (. Lesdeux
intégrales convergent d'aprés a). Le passage a la limite donne  I'(z+1) = = I'(x).

+oo
c. Ona ['(1) = f e—tdt = 2 £m+ (1—e—4) =1 = 0'.Supposons
jace]
0

I'ln+1) = n! pourunentier n > 0. Alors

I'n+2) = 4D n+1) = (n+1) x ! = (n+1)!. Parrécurrence, I'(n+1) = n!
pourtout n = O,

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour la continuité et la positivité, 0,5 par borne ; b) 1,5 point : 0,5 pour
I'intégration par parties, 1 pour les deux limites ; ¢) 1 point : 0,5 pour I’ l:l:l , 0,5 pour la récurrence.

Exercice 4 : Probleme, l'intégrale semi-convergente de sin(t)/t

(7 points)

a. Comme sint ~ t en0, f(¥) — 1 quand ¢ — 0.Onprolonge f par f({0) =1,eton
1

obtient une fonction continue sur [D, 1] . L'intégrale f f est donc faussement impropre :
0



elle converge.

b. Sur [1, A], avec v = % et v = —cost,declasse (1 :
A A
_ cos A cost g4
/ dt = cos 1 A 12 :
1 1
D'une part, Cﬂiﬁ| < i —s (. D'autre part, Cigt < tl—g intégrable sur [1, —I-CO[ :

oo

l'intégrale / C'“ £ J¢ est absolument convergente, donc convergente. Le membre de droite a
1

une limite finie. Avec a), f T’”L df converge.
0
(k1)
c. Pour t € ]er, (k-l—l:l?r], % > I:.k‘-&l:lﬂ" et f lsin £ d¢ = 2- Ainsi
kar
(k+1)m (k+1)m

|sin t| 1 . . 2
i dt 2 gy [ Isintldt =g

km km

n
En sommant pour % de0a n—1, f |f| 2o Z . Ce minorant tend vers o2, car la
5 —

I

série harmonique diverge. La fonction = — f || est croissante et non majorée : f n'est

pas intégrable sur ]D, —I—CO[ . L'intégrale de [ est donc semi-convergente.
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— y=|sint|/t
11 |sint|/((k + 1)m) sur [km, (K + 1)m]
0,5 -
O T T T T
0 n 2mn 3n an 5n
t
l—cost

. Lafonction g:t — est continue et positive sur  ]0, +-co[ .En0, g(t) — %  elle

rd
se prolonge par continuité. En +co, 0 < g{t} < t% . L'intégrale de 7 est absolument

convergente. Sur [¢, A], on intégre par partiesavec u© = 1 —cost et y — _% :
A
1l —cost _1—cose 1l —cos A sin t
& £

or L=cose | =—0et 0< 1—cosd o % — 0 . Les deux intégrales convergent : a la

E
+oo R A
limite, f“l;*dtz f%df.
0 0

. 2
. Onécrit L= ‘3205 t_ Zain ;(tf?]' Le changement de variable t = 2% est une bijection affine
t t
de 0, +oo[ surlui-méme, avec dt = 2dw :

+o0 5 400 4+ o0

251 t/2 .2 .2
[ smtz( / )dt _ / 25;321; w 2 duy — / 513211, du.
0 0 0



+oo +oo
L
Avec d), f T“‘L f sn::{_gu dw . Cette derniere intégrale, de fonction positive, est
0

kil
absolument convergente. On peut montrer que leur valeur commune est 7.

Erreur fréquente : intégrer par parties directement sur ]D, —|—r:c::u|: sans vérifier que les termes entre
crochets ont une limite finie aux deux bornes.

Baréme : a) 1 point; b) 1,5 point : 0,5 pour l'intégration par parties, 0,5 pour la convergence absolue du
reste, 0,5 pour la conclusion ; ¢) 1,5 point : 1 pour la minoration, 0,5 pour la divergence ; d) 1,5 point : 0,5
pour la convergence absolue, 0,5 pour l'intégration par parties, 0,5 pour les limites ; e) 1,5 point : 0,5 pour
la formule de trigonométrie, 1 pour le changement de variable.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : intégrales généralisées et

intégrabilité

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Intégrales généralisées » en L2 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés intégrales généralisées.

Retrouvez tous les contréles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la

page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Controle de maths L2 : comparaison série-intégrale et restes
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