Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : intégrales
doubles, triples et curvilignes

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : Fubini et jacobiens 3 points
Exercice 2 : Théoreme de Fubini sur des domaines élémentaires 4 points
Exercice 3 : Coordonnées polaires et intégrale de Gauss 4 points
Exercice 4 : Volumes et intégrales triples 4 points
Exercice 5 : Probleme : formes différentielles et formule de Green-Riemann 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : Fubini et jacobiens (3 points)

a. Théoreme de Fubini : si f est continue sur [}, alors

v, (z)

/
flz,y) dy|de.
k\901(1?)

b

a

/[ 1.0 doay =
D
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Si D csysd dans | d |
[ s'écrit aussi , on peut intégrer dans l'autre ordre, et les
Wb(y) < = [\leleq?] P, (y)[ O PO M0

deux résultats sont égaux.

b. La matrice jacobienne de ({r; 8) — (rcos8, rsinf) a pour colonnes (cosf, sind) et
(—rsind, rcosf) . Son déterminant vaut rcos2d - rsin2d. Le jacobien vaut T, d'ol

drdy = rdrdf.

C. Les dérivées partielles de *'13{?; g, fp} sont

B

sinpcosé —rsinwsing rcospcosd
%—f = (sinapsin@ ); 8_9 = (Tin[\vavarphi?}cosﬁ); g—i = rcosprf :
cosy 0 —rsin[\varphihi?]

On développe le déterminant selon la troisieme ligne {COS(;:J, 0, —Tsinfp} . Le mineur associé a
COS® vaut —r2sin@cospsin?d — rlsinpcospcos?d = —r2singcosy . Celui associé &
—rsing vaut rsin%pcos?d + reinepsin?d = rsinep . Donc

det Jg = —r2sinpcos?p — ?"251113(‘0 = —r2sineo.

La valeur absolue du jacobien vaut rZsing (positif car ¢ € [0, 7r]), d'ou
drdydz = rlsinp dr df de .

Baréme : a) 0,5 point pour les hypothéses, 0,5 point pour la formule ; b) 0,5 point ; c) 0,5 point pour la
matrice jacobienne, 0,75 point pour le calcul du déterminant, 0,25 point pour la valeur absolue.



= V4 \ = = = V4 V4 ]

(4 points)

a. Pour 0 <z <1,ona £Z < y&,donc I estundomaine élémentaire. D'aprés Fubini

appliqué a la fonction constante 1,

L'aire de 1} vaut %

b. La fonction l@, y:l — Iy estcontinue sur L} . Par Fubini,

1 2] 1 1 1(1 _ 1
I = f&'{%LZd$ = 2/$($—$4)d$ 25(3_6)
0 0
Ainsi = é .
c. Le domaine d'intégration est le triangle T = !yéyfgl’l},de sommets (0,0), (1,0) et

e o J0=z<,
(1,1). 1l s'écritaussi T = {,D <y< j:}.
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1 1
T
/;r
<x<l1
O<sy<x
-
0, 1 X

La fonction {:J:, y:l —4 %2 est continue sur T . On peut donc échanger I'ordre des intégrations
par Fubini. On n'a pas de primitive explicite de g2, mais dans |'autre ordre :

1

1 sz |
2
J=/fdy eﬂjzdx:fm'eﬂ?zdx:[%]o.
0 \O

0

g —1

Par conséquent J — 5



Baréme : a) 0,5 point pour la description, 0,5 point pour le résultat ; b) 0,5 point pour la mise en place, 1
point pour le calcul ; ¢) 0,5 point pour le domaine dessiné et décrit dans les deux ordres, 0,5 point pour la
justification de I'échange, 0,5 point pour le résultat.

Erreur fréquente : garder les bornes ¥ et 1 aprés I'échange ; les bornes de I'intégrale intérieure
doivent toujours dépendre de la variable extérieure.

Exercice 3 : Coordonnées polaires et intégrale de Gauss (4

points)

a. Enpolaires, A corresponda 1< r <2 e 0<8 < ;—T,car 0 < vy < z équivaut a
0 < sinf < cosf . Avec dx dy = r dr d& et Fubini sur un rectangle :

T/4 9

r drdy = cosf df x re dr =

SN

L'intégrale vaut %ﬁ .

b. La fonction 22+ 32 est continue sur A , qui ne contient pas I'origine. Donc
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dz dy r iy

$2+y2: d9>< r_zdrzg].ng
0 1

mlnd

L'intégrale vaut 7

c. D'abord, en polaires,

21 R R
2
// 6*(5‘72 +y?) de dy = / dé x f rerldr =21 [—e; ]0 = ?r(l — 6_32).
0 0

Dgr

Ensuite, on a les inclusions D'p C C' g C DRJ@ , car un point du carré est a distance au plus
BV2 de O.



—R

La fonction intégrée est positive, donc les intégrales sont rangées dans le méme ordre. De plus, par
R

e —yd _
Fubini sur le carré, ff‘f TV drody = GR ou Ggp = f e—T?% dr. Ainsi

?T(l — e_Rz) < GQR < ?T(l — 6_232)

Par encadrement, GER — g1 quand A — Jco.0r G estpositif et croissant, et
+oo

lintégrale de Gauss converge car —x2 < »—|%| pour |z| = 1. Donc f e—12 dop = /7
— D
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Bareme : a) 0,5 point pour le domaine en polaires, 0,5 point pour le jacobien, 0,5 point pour le résultat ; b)
0,25 point pour la continuité, 0,75 point pour le calcul ; c) 0,5 point pour I'intégrale sur le disque, 0,5 point
pour I'encadrement justifié, 0,5 point pour le passage a la limite.

Exercice 4 : Volumes et intégrales triples (4 points)

a. Unpoint (x,y) estla projection d'un pointde V" si et seulement si
i 4 yg < 2 - rd — yg , C'est-a-dire 124 + yg < 1. La projection de V¥ est le disque
unité 47 .

N

En coordonnées cylindriques {*F, g, 2::1 le jacobienvaut T et V sécrit 0 < r <1,
0<8 <27, r2<z < 32— 52, ParFubini,



2m 1
1
VO](V):[/(2—2?“2>?“de9=271'|:?“2—§] = 27 x &
0 0

Le volume de ¥ vaut 7.

b. Ensphériques, B corresponda r € [0,1], & € [0,27], ¢ € [0, ], et
z2 = r2cosZp . Le jacobien vaut 72 sing , donc

1 27 by L
[/fzgz[r‘ldrxfd@xfcosgtpsingpdgo=%x27rx[—coz(’o]0=%><27r><§-
B 0 0 0

4
On obtient fffzg drdydz = 1_;
E

Vérification : f/ (22 + 42 4+ 22) = fr‘i dr x 2m x 2 = 45—’” . Or la boule est
B 0

invariante par permutation des coordonnées, donc les intégrales de 12, yg et z2 sontégales.

Chacune vaut % 45—TT = "il‘—g,ce qui confirme le résultat.

Baréeme : a) 0,5 point pour la projection et sa figure, 0,5 point pour la description en cylindriques, 1 point
pour le calcul ; b) 0,5 point pour la mise en place, 1 point pour le calcul, 0,5 point pour la vérification par
symétrie.
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: ice 5 : Proble . £ ifférentiell L f le d
Green-Riemann (5 points)

a. Posons P =2zy+1let @ = 224 3y2,declasse ¢1 sur R2.0na
eF _,. _ %%
8y =3¢

: . 8 f N
affirme qu'elle est exacte. On cherche [ avec 35 = 2ry 41 f= x2 Y+ x4+ g{y} ,

puis 2 + ¢/(y) = 22 +3y? ,donc g(y) = v3.

,donc @ estfermée. Comme [R2 est étoilé, le théoréme de Poincaré

Ainsi flz,v) = 2y + o + y3, et l'intégrale ne dépend que des extrémités :
f(1,2) — f(0,0) = 241+ 8. L'intégrale vaut 11 le long de tout chemin de (0, 0)
a (1,2).

b. Avec x = 2cost, ¥ =sint,ona dr = —2sint df et dy = cost di. Donc

zdy —ydr = (ﬁcosgt—i—ﬁsingt)dt — 9dt, et fiﬁdy—ydx = 4
I

Formule de Green-Riemann :si K est un compact du plan dont le bord & K est une courbe
1 par morceaux orientée dans le sens direct, etsi P, & sontdeclasse ¢71 surun
ouvert contenant K , alors

Pd$+Qdy=//(g%—%—j;>dxdy,
oK K

Avec P = —y et @ = x ,onobtient 4T = ff 2 dz dy = 2A(K) . ponc I'aire de

K vaut 24 ,conformealaformule qragb avec a4 = 2 et F = 1.



o]

)
W
o

c.lci P=ux2y et @ = zy? declasse 1 sur R2.Donc

Green-Riemann donne j{m = ff (yg - I’“E:‘ )
I H

:yz—;p?,et

ol
8

I

il
=]

Avec x = 2rcosf, vy = rsinf, r € [0,1], & € [0, 2], le jacobien vaut 2+ . Ainsi

21 1
/[$2=ff4r2c0529x2rdrd9=8><£ll><;¢=2;¢?
K 00

2w 1
ffygzffTQSingexgrdeSIQX%lx?T:%—+
K 00

il 3
Par conséquent jg 2 ydr + d:yg dy = 5~ Ly — -5 .
I

d. Posons P = Wyyg et & = m,de classe 1 sur R%\ {(0, 0}}. Le calcul donne
op _ —(z2+y?)+2y% _ y?2-22 _0Q
0y (22 + y2)? (22 + y2)? 0z

donc ™4 estfermée.Surlecercleunité, = = cost, ¥ = sint,et

Wy = (5'1112 t + cos? t)dt = dt :l'intégrale vaut 27 .

Si W4 était exacte, son intégrale sur toute courbe fermée serait nulle. Donc %4 est fermée
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mais pas exacte sur R2 '\ {(0, OJ} . Cela ne contredit ni Poincaré, car I'ouvert n'est pas étoilé, ni
Green-Riemann, car “4 n'est pas définie en (2, qui appartient au disque bordé par le cercle.

Bareme : a) 0,25 point pour la fermeture, 0,25 point pour Poincaré, 0,25 point pour la primitive, 0,25 point
pour la valeur 11 ; b) 0,5 point pour le calcul direct, 0,5 point pour I'énoncé de Green-Riemann, 0,5 point
pour l'aire ; ¢) 0,5 point pour I'application de Green-Riemann, 0,75 point pour les deux intégrales, 0,25
point pour le résultat ; d) 0,25 point pour la fermeture, 0,5 point pour I'intégrale, 0,25 point pour la
conclusion.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : intégrales doubles, triples et

curvilignes

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Intégrales multiples » en L2 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés intégrales multiples.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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