Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : intégrales
dépendant d'un parametre

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : continuité et dérivation sous I'intégrale 3 points
Exercice 2 : Une intégrale calculée par dérivation 4 points
Exercice 3 : La fonction Gamma d'Euler 5 points
Exercice 4 : Probleme : l'intégrale de Gauss 8 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : continuité et dérivation sous
I'intégrale (3 points)

a. Théoreme de continuité. On suppose que :

(i) pour tout t € I,lafonction x — k{z,t) estcontinuesur A ;

(i) pour tout = € A, lafonction ¥ — k(x,t) estcontinue par morceaux sur I ;
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(iii) il existe ¥ continue par morceaux, positive et intégrable sur I telle que |k{z, t)| < @(t)
pourtout (z,t) € A X I (domination).

Alors T — f ’EQ'::E: t:‘ dt est définie et continue sur A .l suffit d'ailleurs que la

I
domination ait lieu sur chaque segment de A , car la continuité est une propriété locale.

b. Théoreme de dérivation. On suppose que :

(i) pour tout = £ A, lafonction T — R:{:t:, t} est continue par morceaux et intégrable sur I ;

Qi
o

(ii) la dérivée partielle existe sur A x I, elle est continue par rapporta & et continue par

Q_‘l

T
morceaux par rapporta t ;

(iii) pour tout segment  J C A ,ilexiste ¥y positive et intégrable sur I telle que
%{:ﬁ, t:l| < fpj{t} pourtout (z,t) € J x I.

& k
Alors B 1z — f’g‘;@?:f:‘ dt est de classe clsur A,et Kf'@:' = fﬂ'@:t:‘ dt
I

—ri
_;2 sur [U, -|-CO[ X [D, -|-CO[ . Cette fonction est continue en chaque

1
variable. Pourtous x > 0 et £ > 0,ona 0<k(z,t) < Tl

est intégrable sur [U, -|-CO[ (son intégrale vaut E—T ). Le théoreéme de continuité montre que F
est définie et continue sur [U, -|-CO[ .

c. Posons k(zr, t) = g

et cette derniere fonction

—t a—xd
Ensuite, %{:ﬂ, t) = %ﬂ: est continue. Soit [a,b] avec 0 <a <b .Pour z € [a, b

t 1
et t = 0, comme Ty <5

gi(gj t)‘itiﬂ*tile at



qui est intégrable sur [D, —|-CO[ car a>0.Donc F estdeclasse ¢l sur ]U, —|-CO[ .

Baréme : a) 1 point (hypothéses de continuité 0,5, domination 0,5) ; b) 1 point (hypothéses 0,5,
domination locale et formule 0,5) ; ¢) 1 point : 0,5 pour la continuité, 0,5 pour la domination sur [a, b].

Exercice 2 : Une intégrale calculée par dérivation (4 points)

¥ —1
In t

a. Soit > —1.Lafonction «,.:¢t — est continue sur ]D, 1[ .

En 1 :ona ¥ 1 =exInt _{ ~ x£ln+t quand ¥ — 1,car xln¥ — 0.Donc
um(t} — 1 : la fonction se prolonge par continuité en 1 et elle est intégrable au voisinage de

1.

En 0 :pour t € ]D, E_l],ona ln | > 1, donc

[uz(2)] < t* + 1.

Or # —s $#7 estintégrable sur ]D, E—l],carc'est une fonction de Riemann d'exposant
—x < 1 .Par comparaison, U estintégrable au voisinagede 0.

Ainsi U estintégrable sur ]0,1[ et F est définie sur ]—1, -I-C'D[.

b. Posons Eg{g;! t} = tTn_tl sur ]—1, —I-OO[ X ]D, 1[ .Pour t fixé, £ — t7 = exInt est

dérivable et

Qo

k(i?, t) — t* Int — ti?j

T In ¢

o
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fonction continue en (r,t).D'aprésa), t — k{x,t) estintégrable pour tout « > —1 .

Domination : soit [a, 8] C |1, +co[ .Pour = € [a,b] et £ € ]0,1] ,ona Int <0 et
r2a,dnc 0<t® =exlnt < ealnt = ¢% Lafonction ¢ — #% estintégrable sur
]D, 1[ car a > —1, etelle ne dépend pasde =.

Le théoreme de dérivation sous le signe intégrale s'applique sur chaque segment, donc sur

J-1,+0[ : F estdeclasse clet F/(r) = fﬁ‘T di = ﬁ_l
0

1
c. Ona F{D} — f[j dt = 0.Comme F’{;r} = mL—H sur l'intervalle ]—1, —I-r:o[, il vient

0
Fz) = In(l14x) + C avec € = F(0)—Inl = 0.ponc F(zr) = In(l+z) pour tout
x > —1, et en particulier

1

=

=1 4t = F(1) = In 2.

I

el
[

Bareme : a) 1,5 point : 0,5 pour le prolongement en 1, 1 pour la comparaison en 0 ; b) 1,5 point : 0,5 pour
la dérivée partielle, 0,5 pour la domination sur [r;&, ] 0,5 pour F' ;c) 1 point: 0,5 pour la constante,
0,5 pour In 2.

Erreur fréquente : dominer par +—1 «pourtout x > —1 »:une domination uniforme sur tout
'intervalle n'existe pas ici, d'oli la nécessité de travailler sur un segment [a, b].



Exercice 3 : La fonction Gamma d'Euler (5 points)

a. Lafonction ¢ —s to—1¢—t estcontinue et positive sur |0, +cof .

En 0 : $x—1e—t ~ gx—1,intégrable au voisinage de [ sietseulementsi 1 —x <1,
c'est-a-dire x == 0 (critére de Riemann et comparaison des fonctions positives équivalentes).

En +oo @ 2y gr—1g—t — $x+1 o—t _y [ par croissances comparées, donc

tr—le—t = o(é), intégrable pour tout & .

Donc ['(z) est défini si et seulementsi = > 0.

b. Soit = >0 et 0« e <« A .Parintégration par parties sur le segment [E, ] , avec
u(t) = t¥ et w(t) = —e~t declasse ¢l :

A A

Tt z —t]4 —1 o—t
tTe—tdt =|—t%e ]E+x tx—1 o=t Jt.
e

Quand ¢ =+ 0, efe & s 0car x>0 ;quand A — +oo, A% e—4 5 (0. Lesdeux
intégrales convergent d'aprés a). A la limite:  I'(z+1) = = I'(x).

+oo
Comme j"{l} = f e—t 4t = 1, unerécurrence donne
0

I'n+l) =n I'ln) = ... =n!I'(1).ponc I'(n+1) = n! pourtout n € IN.

c. Posons 'IEQ{:F] t:l — jﬂ:‘—]. E‘_t — E-(*T_]-:Iln t E_t . Pour j e {1, 2} ,0Na
] - .
ﬁ'@’ t) = (Int)? t7—1le—t, continveen (z,%) sur 0, —|—r:':1[2 :
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Domination : soit  [a, ] C ]D, —|—CO[ Pour = € [a,b],ona 71 < ¢a-lsi O<t <1
et t—1 < ¢b—1lsi ¢ > 1.Donc, pour 7 € {0,1,2},

o7 k

2, )] < e (1) = It (ta=1 4 ¢b=1) et

La fonction fpj est intégrable:en 0, 611-1 t|J" ta—1 — @(ﬁ% - 1) car tafﬁ |1n t|j — 0, et

a 1
2

n—1>-1;en +oo, (pj-{t}:o

Le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, appliqué deux fois sur chaque segment, donne :
+ oo

I' estde classe (2 sur ]D, —|-CO[ et j"”(;p} — f (In t}g tr—1 o—t J%.
0

. L'intégrande de P”I::E“:I est continue, positive et non identiquement nulle sur ]D, —|-OD[ ; donc
I'(z)>0 et I' eststrictement convexe.

Daprésb), I'(1) =0'=1et I'(2) =1!'=1.Lafonction I estdérivablesur [1,2];
le théoréme de Rolle fournit ¢ € ]l, 2[ tel que P’;@ = 0.Comme 1/~ (, lafonction

7! est strictement croissante : elle est strictement négative sur ]U, C[ et strictement positive
sur |c, +cof, et ¢ estson unique zéro.

Donc [’ est strictement décroissante puis strictement croissante, et atteint son
minimum global en l'unique point ¢ € ]1, 2[ . Numériquement, ¢ 22 1,46 et
P{c} ~ 0,886,



i minimumenc=1,46
I
[]

O I I I T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

X

Baréme : a) 1 point (0,5 par borne) ; b) 1 point : 0,5 pour I'intégration par parties avec passage a la limite,
0,5 pour n! ;c) 1,5 point: 1 pourla domination compléte sur [a, ] 0,5 pour la conclusion ; d) 1,5
point : 0,5 pour la convexité, 0,5 pour Rolle, 0,5 pour le minimum unique.

Exercice 4 : Probleme : l'intégrale de Gauss (8 points)

—r2 (1412
a. Posons f(x, t) = e 1427 sur R x [0,1]. Cette fonction est continue, et sa dérivée

partielle

est continue sur R x [0, 1].
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Domination : soit A >0 .Pour xz € [-A, Al et £ € [0,1],0na

e t)l < 24,

fonction constante intégrable sur le segment [0, 1] .

Le théoreme de dérivation sous le signe intégrale s'applique sur chaque segment [—A, A] :
1

Donc J estdeclasse ¢l sur R et g/(r) = _gagfg_ifg':l‘ng:' dt .
0

I

b. Lafonction &G :x — fe_tg dt estla primitive de la fonction continue ¢+ —y =—t2 nulle en

0
0 . Elle est donc de classe 1, et f= G2 aussi, avec

fliz)=2G () G(z) = 2e22 | e—u? du.
0

Pour T ?é 0, on effectue dans g*’{:l::l le changement de variable affine « = xt, avec
du = z dt :
1

x
0 0

Pour - = [, ona f’{D}:D:gF{D}.Donc f’r-|-gf:[] sur .

La fonction f + g est donc constante sur l'intervalle [, égale a

1

f(0)+g(0)=0+ %zarctanl:”*
0

W |

Ainsi  f(x) + g(x) = Z pour tout réel z.



osl /4
0.6
—_—f
- g
0.4 1 === f+g
0.2 1
0.0 I T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

c. Pourtout t € [0,1],ona —=H1+t2) _ .—x2 ,—2212 « —=z2 . Par croissance de
l'intégrale,

_ 2 dt T r2
X £ x
0<g(z)<e 1e T
Comme ¢—x2 _; (, le théoreme des gendarmes donne . _linjﬁ_m gz) = 0.

d. Lafonction ¢ —y ¢—t2 est continue et positive sur [0, +cof ,et $2,—t2 _, g en oo,

+oo
donc e—t? = C‘(tl_z) ‘lintégrale § = f e—t? dt converge. Ainsi G{zr) — I quand
0
r — 4oo et flr) — I2.
Parb)etc), f{z) = 7 — g(x) — Z.Parunicité de la limite, T2 = 7.Comme I >0
+co
(intégrale d'une fonction positive), E—tz dt = %
0

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

+co
e. Dans P(%) — f t—l;’? e—t dt, on effectue le changement de variable + — 2, ou

0
u —s w2 estune bijection de classe (1 strictement croissante de ]U, —|-CO[ sur lui-méme,

aveC dit = 2u duwu

+ 00 + 00
F(%)= / %e_“22udu=2 f e‘“gdu=2x%+
0 0

Baréeme : a) 2 points : 0,5 pour la continuité de la dérivée partielle, 1 pour la domination sur [—A, A] ,

0,5 pour la formule ; b) 2 points : 0,5 pour  f f1 pour le changement de variable, 0,5 pour la constante
14_1' ;, ¢) 1,5 point : 1 pour la majoration, 0,5 pour la limite ; d) 1,5 point : 0,5 pour la convergence, 0,5 pour

le passage a la limite, 0,5 pour le signe de I ;e) 1 point: 0,5 pour le changement de variable justifié, 0,5

pour le résultat.

Revenir a I'énoncé du controdle

Apres le corrigé du controle : intégrales dépendant d'un
parametre

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Intégrales a parameétre » en L2 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés intégrales a parametre.

Retrouvez tous les contréles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.
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Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Controle de maths L2 : partiel de S4, séries entiéres et de Fourier
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