Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : groupes, sous-
groupes et morphismes

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : le théoreme de Lagrange 4 points
Exercice 2 : Le groupe cyclique Z/12Z 4 points
Exercice 3 : Une permutation de S_7 4 points
Exercice 4 : Un morphisme vers le cercle unité 3 points
Exercice 5 : Probleme : groupes d'ordre 4 et morphismes 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : le théoreme de Lagrange (4

points)

a. Larelation est réflexive: r—1lx = g £ H . Elle est symétrique : si :J:_ly £ H , alors son
inverse y_la: appartient aussia H , car H est un sous-groupe. Elle est transitive : si
e~y € H et y—1lz € H,alors =1z = (z—1y)(y—1z) € H .Cestdoncune
relation d'équivalence. Enfin, ¥ ™ & équivautad x—ly = h € H ,clest-a-dire y = zh .
La classe de  estdonc «H .

b. L'application A,:H — xH, h — xh, estsurjective par définition de x H . Elle est
injective :si  f — x4’ ,onmultiplie a gauche par —1 etonobtient } — A/.Donc A,
est une bijection et |z H| = |H]|.
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c. Théoreme de Lagrange :si (3 est un groupe finiet A un sous-groupe de (&, alors |H|
divise |G| .

Démonstration. Les classes d'équivalence de ™ forment une partition de (5 . Notons
z1H, ..., zrH ces classes, deux a deux distinctes. D'aprés b, chacune a || éléments. Donc
|G| = r |H|, et |H| divise |G]|.Lentier 7 estlindicede H dans & .

d. Soit x € G d'ordre ™M . Le sous-groupe engendré { =) = {e, z,1. 1, ™1} a
exactement M éléments. D'aprés Lagrange, ™ divise |G .

Si |G| = p est premier, on choisit & € . Son ordre divise P etn'estpas 1, donc il vaut
P.Aors {x)a P ééments,donc (£ )= G : G estcyclique, engendré par n'importe
quel élément différent du neutre.

Baréme : a) 0,75 point pour les trois propriétés, 0,25 point pour la classe ; b) 1 point ; c) 0,25 point pour
I'énoncé, 0,75 point pour la preuve par partition ; d) 0,5 point pour I'ordre, 0,5 point pour le groupe d'ordre
premier.

Exercice 2 : Le groupe cyclique Z/12Z (4 points)

a. Posons g =kA12, k= gk’ et 12 =gn’,avec p/ A n/ =1.Pour m >1,0na

mk — 0 Sietseulementsi 12 |mk , c'est-a-dire n/ | mk’ . D'apres le lemme de Gauss,
12

cela équivauta n' | m . Le plus petit tel ™M estdonc n/ :l'ordre de } est TALT On
obtient le tableau suivant.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ordre 1 12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12

b. Un générateur est un élément d'ordre 12 . Ce sont donc les classes I] E] ?] 11 , c'est-a-dire les
k premiersavec 12 :ilyena (12) = 4.

c. Soit H unsous-groupeet w:f — E/IEE la projection, qui est un morphisme surjectif.
L'image réciproque *rr_l(H:l est un sous-groupe de & contenant 12# . Or les sous-groupes de
Z sontdelaforme dZ ,donc m—1(H) = dZ avec d > 1.Comme 12 € dZ , I'entier



d divise 12.Parsurjectivité¢ de 7, H = w(dZ) = {d ), dordre 12/d.

Les diviseurs de 12 sont 1,2, 3,4, 6,12, On obtient donc exactement six sous-groupes :

(1Y = Z/12Z (ordre12), (2% = {0, 2,4, 6,ce8,10} (ordre 6), (3) = {ﬁ, 3 6, @}
(ordre 4),

(1) = {{j g, .;;eé} (ordre 3), (6 = {0,6} (ordre2)et {0} (ordre1).

De plus, < d > C < E > si et seulement si 4/ divise d . Le schéma ci-dessous résume ces
inclusions.

7127
ordre 12
{(2) (3)
ordre 6 ordre 4
— —
R SR
(4) (6)
ordre 3 ordre 2
S —

10}

ordre 1

d. Si = = z/(mod12),alors 3z —3z/ = 3(xr — z/) estmultiplede 12.Donc f est bien
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définie. Ensuite, (T +7) = 3z + 3y = f(Z) + f(F) . donc f estun morphisme.

Par ailleurs, 3xr = 0(mod12) équivauta 4 | T .Donc ker f = {D @, oeg} et
Im f = {0,3 06,0} = (3).0nvérifie 3x 4 = 12.

Bareme : a) 0,5 point pour la formule, 0,5 point pour le tableau ; b) 0,5 point ; ¢) 1 point pour la preuve,
0,5 point pour la liste et les inclusions ; d) 0,5 point pour la bonne définition et le morphisme, 0,5 point
pour noyau et image.

Exercice 3 : Une permutation de S_7 (4 points)

a. On suit les orbites. D'abord 1 —+ 3 — 5 — 1.Ensuite 2 — 7 —+ 4 —+ 6 — 2 .Tousles
éléments de {l,..., 7} sontatteints,donc o = (1 3 5)(2 7 4 6}, produit d'un 3-cycle et
d'un 4-cycle a supports disjoints.

b. Les deux cycles commutent car leurs supports sont disjoints. L'ordre de & est donc le ppcm des
longueurs : pp-::ml:S, 4} = 12 . Un cycle de longueur £ a pour signature (—1}*'5I —1 etia
signature est un morphisme. Donc  ¢(p) = (—1}2 X {—1}3 ,soit €(g) = —1: ¢ estimpaire.

c. Posons ¢; = (1 3 5)et cqy = (27 4 6). Commeils commutent,
gd026 — C%DQB r:%[j26 .Or 2026 = 3 x 67541, donc C%DQB = ¢4 . De méme,
2026 = 4 x 506 + 2,donc c4°%® = c2 Enfin cZ envoie 2 sur 4, 4 sur 2, 7 sur
6 et 6sur 7.Ansi ¢2026 = (1 3 5)(2 4)(6 7).

d. L'ordre d'une permutation est le ppcm des longueurs de ses cycles disjoints, dont la somme vaut au
plus 7. On passe en revue les partitionsde 7 : 7 donne 7 ; 641 donne 6 ; 542
donne 10 ; 4 +3 donne 12 ; 4+ 2+1donne 4; 3 +2 42 donne & ;lesautres
donnent au plus & . Le plus grand ordre est 12, atteint par exemple par .

Erreur fréquente : additionner les longueurs des cycles au lieu de prendre leur ppcm pour obtenir
I'ordre.



Baréme : a) 1 point; b) 0,5 point pour I'ordre, 0,5 point pour la signature ; ¢) 0,5 point pour la réduction
des exposants, 0,5 point pour le résultat ; d) 0,5 point pour la méthode, 0,5 point pour la valeur 12.

Exercice 4 : Un morphisme vers le cercle unité (3 points)

a. Pour 5, t € R, (p{g + t} = EEE'TT':E* +1) _ eldur s gdur t — @(5}@@} .Donc ¥ estun
morphisme de (R, +) dans (C*, x ).

b. Ona ¢(t) = 1 sietseulementsi 2wt € 27 ,donc ker ¢ = Z.Ensuite, |p(t])| =1,
donc Im g C U . Réciproquement, tout z £ U s'écrit g8 ,etalors z = @ i) . Donc

Ime=U,

c. Notons € et e/ lesneutres.Si f estinjectif, alors = € ker f donne f(z) = e/ = flg)
,donc x = e.Réciproquement, supposons ker f = {e}.Si fl{z) = f(u), alors
flz—1ly) = f{g;}_lf(y} — ¢/, donc z—ly =g et T =1y. f estinjectifsiet
seulement si ker f = {e}.

d.Si z? =1,alors |z|" =1,donc |z| =1: Up C U.Ensuite 1€ Uy et,si
z,2w €U, (zw—ljn — 1 :c'est un sous-groupe. Enfin, ses éléments sont les 7% racines
distinctes ¢k, 0 <k <n—1,avec ,, — 27/ . Donc U, = (w) estcyclique
d'ordre .

Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour le noyau, 0,5 point pour I'image avec les deux inclusions ; ¢) 0,5
point par implication ; d) 0,5 point.

Exercice 5 : Probleme : groupes d'ordre 4 et morphismes (5

points)

a. L'hypothése 12 — g signifie x = x—1 pourtout x.Soit x,% € G .Alors
Ty = {:J:y}_l = y—1lz—1 = yz .Donc G est commutatif.
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b. D'apres le théoréme de Lagrange, I'ordre de tout élément divise 4 :ilvaut 1, 2 ou 4.

S'il existe un élément d'ordre 4, il engendre un sous-groupe a 4 éléments, donc égala & :
& est cyclique, isomorphe a Ej-iE :

Sinon, tout a:?é e estdordre 2,et 2 — g pourtout = £ 3.

Dans le premier cas, G = { g ) et gt gj" — ng-j _ gj" gt. Dans le second cas, on applique
a. Tout groupe d'ordre 4 est donc commutatif.

c. Dans £/12Z ,ona 12.1 = 0.Comme f estunmorphisme, f(12-1) =12 f(1} =0,
donc 12a = 0 (mod )8 . Cette condition équivauta 8|12a ,soit 2|3a ,soit @ pair:
a € {0,2,4,6} .

Réciproquement, soit @ pair. On pose  f _(Z) = (a). Clest bien défini:si x — x/ = 12k,
alors {zr —z')a = 12ak estmultiplede 8, car 12a I'est. C'est un morphisme, par
distributivité.

Enfin, un morphisme est déterminé par I'image du générateur 1, car f(Z) = z f(1).llya
donc exactement quatre morphismes : fD’ fg, f,_l, fg.

d. Si f étaitinjectif, Im f seraitunsous-groupede Z/8Z & 12 éléments. Or 12 ne divise
pas &, ce qui contredit Lagrange : aucun morphisme n'est injectif. Par ailleurs,
Imf = (a)C(2)= [D 2,4, 56} ,quia 4 éléments. Donc aucun morphisme n'est
surjectif. Autre argument : |Im f| divise 12, comme cardinal d'une image, et 8, par
Lagrange ; il divise donc 4.

Bareme : a) 1 point; b) 0,5 point pour Lagrange, 0,5 point pour la dichotomie, 0,5 point pour la
commutativité ; c) 0,5 point pour la condition, 0,5 point pour la bonne définition, 0,5 point pour le
dénombrement ; d) 0,5 point pour l'injectivité, 0,5 point pour la surjectivité.

Revenir a I'énoncé du controle
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Apres le corrigé du contréle : groupes, sous-groupes et
morphismes

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Groupes » en L2 puis entrainez-vous avec
les exercices corrigés groupes.

Retrouvez tous les contréles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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