Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : géomeétrie affine
et barycentres

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : barycentre et applications affines 4 points
Exercice 2 : Plans et droites de I'espace affine 4 points
Exercice 3 : Homothéties, translations et projections 4 points
Exercice 4 : Barycentre de trois points et associativité 3 points
Exercice 5 : Probleme : théoremes de Ménélais et de Céva 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : barycentre et applications
affines (4 points)

a. Fixons un point (& de &£. Pourtout point Af , larelation de Chasles donne
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Ainsi M vérifie la relation demandée si et seulement si o QM — Z o O A . Comme
L = 1 — . — .
X ?é 0, cela équivauta ORATF = 5 Z o, OA, . Or un point est déterminé de facon unique
par son vecteur depuis 2 . Il existe donc un unique point &, et

— 1 T —
oG =5 Z a. OA; pour tout point (O .
g=1

b. L'application [ est affine : pour tous points A , IV ,ona f{M}f{N} — ?(MN) Par

L, >
linéarité de f

> @ A = Y- o, (T = f(z N cﬁ) _H0)=0

La somme des poids vaut toujours & % O . Par l'unicité démontrée ena), f(G) estle
barycentre des {f(Ag':l, Ofﬁ-} : une application affine conserve les barycentres.

Bareme : a) 0,75 point pour le calcul par Chasles, 0,75 point pour I'existence et I'unicité, 0,5 point pour
I'expression de OG ; b) 0,5 point pour la propriété de la partie linéaire, 1 point pour le calcul, 0,5 point pour
la conclusion par unicité.

Exercice 2 : Plans et droites de l'espace affine (4 points)

a. Les vecteurs E(—l, 2, [j:] et E{—l, 0, 3:, ne sont pas colinéaires (la deuxieme coordonnée
est nulle pour I'un, pas pour l'autre). Les points ne sont donc pas alignés et définissent un plan.
Cherchons une équation ax + by +cz =d : A donne @ = d, B donne 2h = d,

C donne 3¢ = d.Avec d = £, on obtient



P:6x 4+ 3y + 22 =6.

Vérification: 6x 1 =6, 3 x 2 =6et 2x 3 = 6.

b. La directionde 7P est le plan vectoriel ©x 4 3y 4+ 2z = 0 .0r
6x1+4+3x042x(-3)=0,donc 3 appartient a la directionde P et D7 est
parallelea P .Deplus, 6 x24+3x14+0= 15% 6, donc Eg’P.Ladroite Dy est
strictement parallelea 7.

c. Unpoint (r, vy, ) appartientd Dg siet seulement s'il existe £ tel que
(r, vy, z) = (£, 2¢,0). Un systeme d'équationsde Dy est ¥ = 2z, z = 0.En

reportant dans I'équationde P : &t 4 6t = 6,donc ¢t = %.Ainsi I(%! 1, D).

d. Oncherche (o, 3,7) avec o+ B8+ =1et I =a A+ B+yC,cestadire
(%!1,0) = (&, 2/3,37).Donc o = % B = % ¥ = 0, etla somme vaut bien 1 .Les

1

%, D) : I estle milieude [AB].

i
[l ]

coordonnées barycentriques de 7 sont

Baréme : a) 0,25 point pour le non-alignement, 0,75 point pour I'équation ; b) 0,5 point pour le
parallélisme, 0,5 point pour le caractere strict ; ¢) 0,5 point pour le systéme, 0,5 point pour I ; d) 0,75 point
pour les coordonnées, 0,25 point pour l'interprétation.

Exercice 3 : Homothéties, translations et projections (4 points)

a. Chaque coordonnée de f(x, y) etde g{z, y) est une fonction affine de (x, y),donc f et
g sont affines. La partie linéaire de [ est ? — —21d ;cellede Z est Id.
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Un point fixe de [ vérifie £ = —2x +3 et ¥ = —2y +6,soit £2(1,2). Donc [ est
I'nomothétie de centre (2(1,2) et de rapport —2,et J est la translation de vecteur
%
w2, -1) .

fog{£,y}=f{$+2,y—ljl= {_23:_1

b . R
b. On calcule . Sa partie linéaire est

,—Ey + 8:‘
fold = —21d,qui n'est pas l'identité, donc f © g a un unique point fixe. Il vérifie
r = -2z —1le y = -2y 48 Ainsi f og estI'homothétie de rapport —2 et
i1 B
de centre (2 (—3: 3).
Retrouvons ce centre. Le point 2/ est fixe si et seulement si nn = —2(!?.!’?’; + @) , C'est-a-

N —>
dire 30 = _on- Donc 212" = _%{2! _1} = (_%: %) , et I'on retrouve
2(1-%2+2)

s+1s5—1
2 3
encore s.Donc p(plz,y)) = plz,y): PopP=1p.

c. Posons 5 = x + . Alors p[i;r;! y} = ( ),dont la somme des coordonnées vaut

Un point fixe vérifie 2 = = +y +1 et 2y = = 4+ y — 1, deux équations toutes deux
équivalentesa = — Yy = 1. L'ensemble des points fixes est donc la droite A:x —vy =1, de

direction Vect(l, 1} . La partie linéaire Bz, v) = (ﬂ? —gl_ ¥z -EI_ y) a pour noyau

Vect(l, -1) .

- 3 _
Enfin, p(M) € A pourtout M , et Mp(M) = lar%(l! —1) estdans

Vect(l, —1) . Donc P est la projection sur la droite 4 :x — 1y = 1, parallelement a
la direction Vect(1, —1) .

Baréme : a) 0,5 point pour I'homothétie et son centre, 0,5 point pour la translation ; b) 0,5 point pour le
calcul de la composée, 0,5 point pour la nature et le centre, 0,5 point pour la vérification par le vecteur ; c)
0,5 point pour pep = p, 0,5 point pour A et le noyau, 0,5 point pour la conclusion.



Erreur fréquente : affirmer que la composée d'une homothétie et d'une translation est une translation ;
c'est la partie linéaire —2 Id qui décide de la nature.

Exercice 4 : Barycentre de trois points et associativité (3

points)

a. Lespoids 2 et 3 ontune somme non nulle, donc A/ existe. Par associativité du barycentre,
! —_— 5 A
G estlebarycentrede (A 1) et (A’ 5).Donc A¢r — H——EAAI . Ainsi

—
A% _ 5447, etcomme 0 <2 <1, G appartient ausegment [AA’].
AG =24 <Z<

—

b. Enprenant & = A dans la formule du cours, 4.

AB +

—

(042 +328) = AC.

TRl
i
B

Les coordonnées de (7 sont (%: %)

c. Pour tout point M, la réduction vue en cours donne M}i\: + EMB} + SMCT* — FSMG} . Ce
vecteur est colinéaire a BCE si et seulementsi A = G ouladroite (MG) est paralléle &
(BC).L'ensemble D estla droite passant par G et parallelea (BC).
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Baréeme : a) 0,5 point pour I'associativité, 0,5 point pour la relation et I'appartenance au segment ; b) 1
point ; ¢) 0,5 point pour la réduction, 0,5 point pour la droite.

Exercice 5 : Probleme : théoremes de Ménélaiis et de Céva (5

points)

a. Larelation pg _ P PC — O montreque P est le barycentre de (B,1) et (C,—p),
quiexiste car 1 — p# 0.Deméme, @ estlebarycentrede (C,1), (4,—q) et R
celuide (4,1}, (B, -r).

b. D'apres a), pour tout point & :



On multiplie la deuxiéme égalité par P et la troisiéme par P4d, en utilisant pgr = 1 :

—_— = e

p(1=q)0Q = pOC — pqg OA, pg(1—r)OR = pg OA - O,

En additionnant les trois relations, tous les termes du second membre se simplifient, ce qui donne la
relation demandée. Ses coefficients ont pour somme

l-p+p—pg+pg—pgr =1—pgr =0.

Prenons alors O = P :ilreste p(] — q}ﬁ + pg(1 - r}ﬁ — p.,avec p(l—g) ?é 0.
Les vecteurs p_g} et ﬁ sont colinéaires: P, &', R sontalignés.

3

c. Lespoids Pg¢, 1, —P ontpoursomme pg+1—p ?é 0, donc (3 existe. On utilise
I'associativité trois fois :

o 14+ (—p =1-pF#0 etlebarycentrede (B,1), (C,—p) est P .Donc G est
barycentrede (A, pg) et (B1—p), et G € (AP).

o pg+{-p = plg-1) ?é 0 .Lebarycentrede (C,—p), (A, pg) estceluide
(C, 1), (A, —q) (poids divisés par —P), c'est-a-dire @ .Donc G € (BQ@).

o pg—+1 ?é 0, car pg = _,l,l, et r ?é 1. En divisant les poids par F4q, le barycentre de
(A, pq), (B/1) estceluide (4,1), (B, %} ,soit (A, 1), (B,—7) :cest R.
Donc &G € (CH) .

Les trois droites (AP}, (BQ), (CR) passentpar ¢ : elles sont concourantes. (Si
pg +1—p = 0, le méme calcul montre qu'elles sont paralléles.)

— —
d. Ici ﬁ _ _ﬁ,donc p = —l.Ensuite, AQ = %A{j signifie que & est barycentre
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de {A,E}, {G,l}l gﬁ+ﬁ:5,donc q:—ﬁ

Concours. Onveut pgr = —1,soit 2r = —1,donc r = —%.Alors H est barycentre de
(4,1), (B, %} c'est-a-direde (A,2), (B,1).Lepoint R vérifie E = %E . La
condition pg+1—p =4 ?‘é 0 est vérifiée. Le point de concours est le barycentre de (A, 2},

(B,1), (C,1), soitde (A,2), (E2) :cestlemilieude [AP].

Alignement. D'aprés b), il suffit que pgr! = 1,soit +/ = % Alors R’ est barycentre de
Ly ooi — 1l == —
(A, 1), {B]—i},smtde (A,2), (B,-1).Donc AH’r:Z]—_llABZ—AB-Le
point R’ estle symétrique de B parrapporta A .



Bareme : a) 0,5 point ; b) 0,75 point pour la relation, 0,25 point pour la somme nulle des coefficients, 0,5
point pour I'alignement ; ¢) 0,25 point pour I'existence de G, 0,25 point par droite (0,75 point), 0,5 point
pour la vérification des poids non nuls ; d) 0,25 point pour p et q, 0,5 point pour R, 0,25 point pour le point
de concours, 0,5 point pour R’
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Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : géométrie affine et barycentres

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Géométrie affine » en L2 puis entrainez-
Vous avec les exercices corrigés géométrie affine.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.


https://mathovore.fr/controle-maths-l2-geometrie-affine-barycentres
https://mathovore.fr/geometrie-affine-cours-maths-l2
https://mathovore.fr/geometrie-affine-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/controle-maths-l2
https://mathovore.fr/controle-maths-l2
https://mathovore.fr/devoirs-surveilles-maths

