Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : différentiabilite,
Taylor et extrema

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : différentiabilité et Taylor-Young 3 points
Exercice 2 : Continuité, dérivées partielles et différentiabilité en I'origine 4 points
Exercice 3 : Regle de la chaine et équation aux dérivées partielles 4 points
Exercice 4 : Points critiques et matrice hessienne 3,5 points
Exercice 5 : Probleme : boite ouverte de surface minimale 5,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : différentiabilité et Taylor-
Young (3 points)

a. Lafonction [ est différentiable en @ s'il existe une application linéaire f,: R2Z —s R etune
fonction &, définie au voisinage de 0, telles que E{h} — 0 quand h — 0 et

fla+h) = f(a) + L(h) + |hl e(h).
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L'application I est alors unique : c'est la différentielle  df{a) .

Supposons f différentiable en @ . En dimension finie, toute application linéaire est continue ; il
existedonc C > O telque |L(R)| < C IAl. Par conséquent,

|Fla+h) — fl@)| < Clhl+ |Al |e(h)|, et ce majorant tend vers 0 quand A — 0. Ainsi
fla+h) — f(@) : f estcontinueen a.

b. Comme [ estdeclasse (2, laformule de Taylor-Young a l'ordre 2 en @ s'écrit :

th Hf(a) h + k1% e(h),
flath) = f(a)+(Vf(a),h)-|-% quad
varepsilon(h) — O.

Ici @ estcritique, donc ¥V f(a) = O . Lafonction g est continue et strictement positive sur le
cercle unité S , qui est fermé et borné, donc compact. Elle y atteint donc son minimum ' , et

m > 0. Par homogénéité, g(h) = AL q(%) > m |Al% pourtout A ?é 0.

Onendéduit fla+h) — f@) > lal? (% — |E|:h:l|) . Choisissons  § =0 tel que |e(h)| < %
pour || < §.Alors, pour 0 < |hl<&,ona flat+h) — fla) = %Ihl2 >0.Donc f
admet en 2 un minimum local strict.

Baréme : a) 0,5 point pour la définition, 1 point pour la preuve de la continuité (continuité de L citée) ; b)
0,5 point pour la formule de Taylor-Young, 1 point pour la minoration de q par compacité du cercle et la
conclusion.



en l'origine (4 points)

2
a. Pour (z,y)# (0,0) ,ona 0 < #y? < 1.Donc |flz,w)| € |2| £ |(z,v)|. Ce majorant

tend vers 0 quand (x,y) — (0,0).Par conséquent, f(z,y) — 0 = f({0,0) : f est
continue en (0,0) .

b. Pour £ 0, f(2,0) = 0, donc .00 - F0.0 _ 0.Deméme, f(0,£) = 0. Ainsi
2 o f
—j;([j,[j) =0 et ﬁ(ﬂ,ﬂ} =0.

c. Raisonnons par I'absurde. Si  f était différentiable en (0,0}, sa différentielle aurait pour matrice

f(R)

T 0 quand h — 0.

le gradient, c'est-a-dire {0 0} . On aurait donc

— t .
or,pour h = (t,t) avec t>0 : f(tt) = @ = % et ||l = V2 ¢ . Le quotient vaut
donc Ql_ﬁ , qui ne tend pas vers [J . C'est une contradiction : f n'est pas différentiable en
(0,0).

d. D'abord, (x?— yﬂ}g > 0 donne 4xiyd < (;53+y3}2 .Pour A = (z,y) ?é 0,ona
donc

Ainsi g(h) = g(0,0) + 0 + |Al e(h) avec |e(h)| < lhl — 0.Donc ¢ est différentiable
en (0,0) et dg(0,0) est I'application nulle.
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Erreur fréquente : conclure a la différentiabilité de [ parce que ses dérivées partielles existent en
I:D,D:l . L'exemple de f montre que cela ne suffit pas.

Baréme : a) 1 point (0,5 pour la majoration, 0,5 pour la conclusion) ; b) 1 point (0,5 par dérivée partielle) ;
¢) 0,5 point pour identifier la seule différentielle possible, 0,5 point pour le chemin (t, t) ; d) 0,5 point pour
la majoration, 0,5 point pour la conclusion avec la différentielle nulle.

Exercice 3 : Regle de la chaine et équation aux dérivées
partielles (4 points)

a. L'application ¥ est linéaire, de matrice ([Haa@r?] } g 1_1 ) de déterminant —2 ?‘é 0. Elle est

donc bijective. Résolvons w = z—+y , ¥ = L—¥ :onobtient r = H—gv et ¥y = H;U

Ainsi o 1(uw) = (ﬁ_gﬂ: u;”) . Les applications ¥ et 1 sont linéaires, donc de classe

ol (et méme (7°9),

b. Lafonction g = f o @1l estdeclasse (71 comme composée de fonctions (1. De plus,
f = g o .Larégle dela chaine donne, en notant  {(u,u) = @(z,y) :

0 0 0 0 0 0
a—i(x,y) = a—ﬂ(u,v) x 1+ 5—3(’&,0) x 1, a—gj(w,y) = —ﬂ(u,v) — a—g(u,fu)‘
Par différence, % — % =2 g—g(a:—|—y! £—1y). Comme # estsurjective, (E) équivauta:
0
pour tout (u,v) € R?, a—g(u,fu) = u.



— a2k A . ,
c. Posons k(u,u) = glu,w) —uv . Alors 52 = 0 sur R2.A u fixé, la fonction

v — k(u,u) estdérivable sur Iintervalle R, de dérivée nulle : elle est donc constante. Ainsi
kluw) = k(u,0) = Alu), ot Alw) = glu,0) définit une fonction de classe (1.

Réciproquement, pour toute k declasse (1, lafonction g(uu) = wv + hlu) vérifie

g—g — . Enrevenanta f,onobtient flr;y) = (z+y)(z—v) + hlz+y).

Les solutions de (E) sont les fonctions f(zr,y) = z2 — y? + h{x+vy), ou h décrit
I'ensemble des fonctions de classe (71 de R dans [.

e a2 g f s
Vérification : a_—f; — 9z + h’{$+y} et 5y = —2y + hf(a:—ky} , dont la différence vaut
bien 2z + 2v.

d. La condition donne x2 + A{z) = 0 pourtout &, donc h(zr) = —z2. Alors
floy) = 22 —y2 - {;t:-|-y:|2 . La solution cherchée est f(z,y) = —2zy — 2y2.

Baréme : a) 0,5 point pour la bijectivité, 0,5 point pour la réciproque et la régularité ; b) 1 point pour la
régle de la chaine, 0,5 point pour I'équation en g (surjectivité citée) ; c) 0,5 point pour l'intégration a u fixé,
0,5 point pour la réciproque et la forme finale ; d) 0,5 point.

Exercice 4 : Points critiques et matrice hessienne (3,5 points)

a. Lafonction [ est polynomiale, donc de classe (2 surl'ouvert [R2.Ses dérivées partielles sont

B f @ f
ﬂ:Bﬂ:E_By et ﬁ=3y2—3$

Un point critique vérifie v = 2 et © = y2.Donc z = £%,soit z{x3 —1) = 0, dou
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z£ =0 ou £ = 1.Les points critiques sont (0,0) et (11).
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b. Ona ,» —

20
5
b2

En 0,0): vt —s2 =0-9 = -9 <0.Le point (0,0) est un point col : ce n'est pas
un extremum local.

En (1) : rt-352=36-9=27>0et r =6>0.Lafonction f admet doncen
(1,1) un minimum local strict, égala f(1,1) = —1.

c. En développant,
Fl4+h 14K =143k +3R2 4+ A3 +1 43k +3k2 + k3 —3(1 4+ h + k + k). Apres
simplification :

F(I+h1+4E) = —1 + 3h? — 3hk + 3k% + h3 + k2.

La formule de Taylor-Young donne la partie d'ordre 2 :
%(:r B2 +2shk + 1t ﬁgg} — 3h? _ 3hk + 3k2 . Le reste Bo + i3 est bien négligeable
devant h,g + };E . Les deux écritures coincident. De plus,

2
3he — 3hk 4 3k = 3(}1 _ %) 1 %,&;3 est définie positive.

d. Ona f(z,0) = 3 ,quitendvers +oo en +oo etvers —o0 en —oo0.Donc f n'est
ni majorée ni minorée : elle n'a aucun extremum global.



* //""—‘\ "\

:minimum local

2.0

Bareme : a) 0,5 point pour le systeme, 0,5 point pour sa résolution ; b) 0,5 point pourr, s, t, 0,5 point par
point critique ; ¢) 0,5 point ; d) 0,5 point avec une restriction explicite.

Exercice 5 : Probleme : boite ouverte de surface minimale (5,5

points)

32 La bofte a un fond d'aire T¥% , deux faces d'aire

a. Levolumevaut Tyz = 32 ,donc z = = Ty

Tz etdeuxfacesdaire Y%, Donc
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S=$y+2$z—|—2yz=$y+%}+%,

b. Les fonctions (a:,y} — Ty, 6 ot % sont rationnelles, a dénominateurs non nuls sur TJ .

T
Donc S5 estdeclasse (72 surl'ouvert [J.

ey 64 g5 _ 64 . - .
Ona Tz =¥ et rE;,y—:J::—yg.Unp0|ntcr|t|quever|f'|e :t:gy—ﬁ‘i et

2

£y2:64.Endivisant, %zl,donc T =Y, puis £3 = 64,s0it z = 4. Le seul
point critique est (4,4).
128
.0Ona T‘:]ﬁ—aa, s — ] et tzg.En {4]4:1 r=%t=2et 5 =1,donc

Hg(44) = ([\ray?] %gg% ,}), rt —s2=3>0, r>0.

Donc S admeten (4,4) un minimum local strict, égal a
S(4,4) = 16 +16 + 16 = 48.

2
. Soit  (z,y) € U hors de l'intérieur i|%:| 36[ de K .Tous lestermesde .S sont positifs.

Trois cas se présentent.

- 4 64 3 A ,
Si x < g,alors S(ry) > F > 64x 3z =48.Demémesi y < 3.

Sinon, I = % Yy > % , et I'une des coordonnées est au moins 36 . Alors

S(ry) > oy > 36 x % — 48. Dans tous les cas, S(z,y) > 48.

. La partie K estfermée et bornée dans [R2, donc compacte ; elle est incluse dans 7 . La

fonction & est continue sur & . D'apres le théoreme des bornes atteintes, S atteintsur A



un minimum 71 enun point Pg.Comme (4,4) € K ,ona m < 48.

Si Pp estsurlafrontiere de K, la question d) donne m > 48 ,donc m = 48.Si P est
intérieur & K , c'est un minimum local de § surunouvert: Fq estun point critique, donc
Py = 4,4) et m = 48,

Enfin, tout point de {F estsoitdans K (et 5 = m — 48), soit hors de l'intérieur de &
(et 5 > 48 pard). Ainsi § admetsur [/ un minimum global égal a 48, atteint en

4,9).

La hauteur vaut alors z = %= 2. La boite optimale mesure 4 dm x 4 dm de base et
2 dm de haut; elle utilise 48 d;¢ de matiére.

Erreur fréquente : conclure au minimum global a partir du seul signe de r# — 52 . La hessienne ne
donne qu'une information locale ; I'argument de compacité est indispensable.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour la régularité, 1 point pour la résolution du systéme ; c¢) 0,5 point
pour la hessienne, 0,5 point pour la conclusion ; d) 0,5 point par cas traité ; e) 0,5 point pour la compacité
et les bornes atteintes, 0,5 point pour la discussion frontiére ou intérieur, 0,5 point pour les dimensions et
I'aire.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : différentiabilité, Taylor et extrema

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Différentielle et extrema » en L2 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés différentielle et extrema.
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Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Contrble de maths L2 : partiel de S3, fonctions de deux variables
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