Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : convergence
uniforme des séries de fonctions

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : convergence uniforme et interversions 4 points
Exercice 2 : La suite de fonctions x puissance n 4 points
Exercice 3 : Une bosse qui glisse vers l'origine 4 points
Exercice 4 : Série de fonctions et convergence normale 3,5 points
Exercice 5 : Probleme : la fonction zéta de Riemann 4,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : convergence uniforme et

interversions (4 points)

a. Convergence simple : pour tout x € I, la suite réelle l:fn{:t?:l:l converge vers f{ﬂ:} .

Convergence uniforme : les fonctions fﬂ — [ sont bornées a partir d'un certain rang, et

|Fn f|m = ;LéF‘I |fn{$:' —f@| = 0 autrement dit, pour tout &> 0, il existe IV

tel que, pourtout n = NN ettout = € I, |fn($“:l — flz)] < €. Llerang IV ne dépend
pasde I.
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b. Soit Tp € I et &> 0.Parconvergence uniforme, il existe un rang IV tel que
E
|fN - f|m < 3. Ensuite, fN est continue en Ty :ilexiste 71> 0 tel que, pour
. E
€I avec |z —xzg| <n,onait [f () - fylzgl €35

Pour un tel z, l'inégalité triangulaire donne :

|F(e) = flzp)l < 17 (e) = f (@) + 1 () = (o)l + 1 () — Fzg)] <

ol
+
ol
+
ol

Donc | est continue en ¥y, et ce pourtout *p € I,

c. Par linéarité et croissance de I'intégrale sur le segment [a,b]

b b b
[ 1@z~ [ s@rae] < 11,0 - s@lae <6 - ), -1

Le majorant tend vers [J. D'ou la convergence des intégrales.

Baréme : a) 0,5 point par définition ; b) 0,5 point pour le choix de N, 0,5 point pour la continuité de f N, 1
point pour I'inégalité en trois termes ; ¢) 1 point.

Exercice 2 : La suite de fonctions x puissance n (4 points)

a. Pour = € [0)1[, £™ — 0 ;pour £ =1, z™ = 1.La limite simple est [, nulle sur



[0,1] etégalea 1 en 1.
b. Non, la convergence n'est pas uniforme sur [0,1] .

Premiere justification : les fn sont continues, mais f nel'est pasen 1. Or une limite uniforme
de fonctions continues est continue (question 1 b).

—f| = sup z"=1

Seconde justification : | n € [0,1] ,car ™ — 1 quand 1 — 1

Cette norme ne tend pas vers (.

c. Lafonction [, estcroissantesur [0,a],ol f estnulle. Donc |Fn— f|oo,[0,a:| = a™
Comme 0<a <1, a™ — 0 .La convergence est uniforme sur [0a].

d. Ona f;pﬂ dr = nL—H — 0, et ff{;p} dr = 0, car [ estnulle sauf en un point. Les

deux valeurs coincident, bien que la convergence ne soit pas uniforme. La convergence
uniforme est donc une condition suffisante, mais pas nécessaire, pour intervertir limite et intégrale.

e. Lafonction 9., est positive et dérivable. Pour # > 1,
gl (x) = nan~l — (n4Dz" = ;t?”_l(ﬂ — (ﬂ—I—l}:E) . Ainsi 9, croit sur [D, ﬂi_,_l] et

décrofit ensuite. Donc :

9,0 = 9,(ak1) = (1) x k1 < okt

Ce majorant tend vers (0. Donc (gn} converge uniformément vers 0 sur [0,1].
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n — n
Erreur fréquente : écrire F&lﬁ =1 sans enlever le point 1 . C'est bien FSIF[ * qui mesure
1 1

l'écarta f.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point par justification ; ¢) 0,5 point pour le calcul du sup, 0,5 point pour la
limite ; d) 0,5 point ; €) 0,5 point pour les variations, 0,5 point pour la majoration.

Exercice 3 : Une bosse qui glisse vers l'origine (4 points)

a. Pour » =10, fn':[]} = 0 .Pour £ >0, par croissances comparées, n e~ "% — 0, donc
fnl::ﬂ:l —+ 0. La suite converge simplement vers la fonction nulle.

b. Ona f;{:t?:l = ne (1 —-nz). Ansi [, croitsur [[j] %] et décroit sur [%: —|-.;'_:@|:. Elle

est positive, donc :

|fn‘m - fn(?l_l‘) = el

Cette norme ne tend pas vers [ :la convergence n'est pas uniforme sur [D,—I—r:o[ . La
figure le montre : chaque bosse a la méme hauteur «—1 et se déplace vers l'origine.

C. Soit 4 > % . Alors % < g.donc [, décroitsur [a,+cof. Parconséquent,
— — —na
sup Tfn| o fn@ = nae , qui tend vers [ par croissances comparées. La
a, oo
convergence est uniforme sur [a,+00] .

d. Ona hﬂ([]:l = 0 et,pour = >0, hﬂ{;t:} = nidxe ™F — 0, toujours par croissances
comparées. Donc {hﬂ) converge simplement vers (1. Calculons l'intégrale avec le changement



de variable w = nr

1 o)
/ nl2xre "r¥dxr = /u e Y du = [—(u+1)e_“} =1—(n4+l)e "
0 0

Cette intégrale tend vers 1, alors que l'intégrale de la limite simple vaut (. On ne peut

donc pas intervertir limite et intégrale. C'est cohérent avec la question 1 ¢) : la convergence de
n

(hp) nest pas uniforme sur  [0,1] , puisque |hp| = 7.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 0,5 point pour les variations, 0,5 point pour la norme et la conclusion ; ¢) 1 point
, d) 0,5 point pour la limite simple, 0,5 point pour le calcul de I'intégrale, 0,5 point pour le commentaire.

Exercice 4 : Série de fonctions et convergence normale (3,5

points)

a. Pour £ = 0, tous les termes sont nuls :  S(0) = 0 .Pour x > 0, on reconnait une série
géométrique de raison e~ ¥ € ]D,l[ , donc convergente :

La série converge simplement sur [0,4+co[ ,avec S{0) =0 et S(z) = ﬁ pour
z>0.
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b. On a u;l{:t::l = E—mr,il - ﬂ:t?:l .Donc U , positive, est maximale en % et tUnl,, = %.

La série E ne diverge (série harmonique) : il n'y a pas convergence normale sur

[0,400] .

— — T
c. Pour p > %, Up décroitsur [@,4oo[, donc [a?iopo[ [up| = ae Clest le terme

général d'une série géométrique convergente. La série converge donc normalement sur

[a,+oof .

d. Quand £ — 0, ¥ -1~ x,donc S{z) =+ 1.0r S({0) = 0.Ainsi S n'estpas
continueen (.

Les Um sontcontinues sur [0,4co] . Sila série convergeait uniformément sur cet intervalle, sa
somme serait continue, par le théoréme de continuité des séries uniformément convergentes. La
convergence n'est donc pas uniforme sur [D,—I—r:o[ . En revanche, c) montre que % est
continue sur ]U,-I-DO[ .

Bareme : a) 0,5 point pour 5(0), 0,5 point pour la somme géométrique ; b) 0,5 point pour la norme, 0,5
point pour la divergence ; ¢) 0,5 point ; d) 0,5 point pour la limite en 0, 0,5 point pour la conclusion par
contraposée.

Exercice 5 : Probleme : la fonction zéta de Riemann (4,5 points)

1 1 1 -
a.Pour s > a et n=>1,ona = < = . Donc ||=3 = —5 , terme général
= = 0<ns < qa 74 |leo,[a,+oo[ — n° ?
d'une série de Riemann convergente car @ >> 1 . La série converge normalement sur

[a,+oo] .

Chaque fonction 5 — n—3 — e—sln 7n est continue. La convergence normale entraine la
convergence uniforme, donc ¢ est continue sur [f;&,—I—r:o[. Enfin, tout s> 1 appartient a un tel



1+4=

intervalle, par exemple avec g —= Ainsi § est définie et continue sur :|1,-|-OD[ .

T
b. Posons uﬂ(sj — —=ln ™. Chaque %Ugq estdeclasse ¢l avec u%@ _ —lisn Soit
a>1et p = 1_|_T':£,desorteque l<b<a.Sur [G&,—I—oo[, |u§1(3}| < 1?1;1-
Inmn In n Inn

or nbx

nd — 0, donc py: est négligeable devant # , terme général d'une série

-n_lﬂ—b
convergente. Ainsi E ”1{1 converge normalement, donc uniformément, sur [a,—l—m[.

D'apres le théoreme de dérivation terme a terme (convergence simple de E Uy , CONvergence

uniforme de Zu{m ), ¢ estdeclasse (¢l sur [a,Foof pourtout @ >>1.Ainsi ( est
'l osur ]1,+CO[ et:

C(s) = -y a
— L
n=2

Tous les termes sont négatifs, celui d'indice 2 strictement. Donc g’(s} <0 : nf est
strictement décroissante.

c. Sur [2,4o0[, la série Z ty converge normalement, donc uniformément, d'apres a). De plus,
chaque terme a une limite finieen +oco : uy(s) =1, et un(s) = 0 pour n > 2.

Le théoreme de la double limite permet d'intervertir : s l{n}'_m t:l:S:l =14+0+4+0+... ponc
¢(s) = 1 quand s — +co,

d. Lafonction # —s + % estdécroissante sur [1,4oo[ .Pour n >1 et t € [n,n+1l],ona
n+1

7 ° < n—%.Enintégrant, t~*dt < n—s. Ensommant pour n =1
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T
De méme, pour n > 2 et t € [n—1,n], n=5 < ¢ %, ,donc nTF < f % dt.En

n—1
sommant pour 7 2> 2, onobtient ((s) —1 < ﬁ . L'encadrement est démontré.

En multipliant par s —1>0: 1 < (s—1)¢(s) < s . Par le théoréme des gendarmes,
(s—1)¢(s) = 1 quand s — 11 .Donc ((s) ~ ﬁ quand = — 171 ;en particulier,
¢(s) = +oo.

s—1

_ 1+ 1

—
—
——
e ——
e ————

—
—
-
B
e e e

Erreur fréquente : affirmer la convergence normale sur ]1,-|-CO[ tout entier. Elle est fausse, car



1 1
SL:lbpl ns = m. Il faut travailler sur [a@,+oo[, puis conclure localement.
5

Bareme : a) 0,5 point pour la convergence normale, 0,5 point pour la continuité (argument local) ; b) 0,5
point pour la domination des dérivées, 0,5 point pour le théoréme de dérivation cité, 0,5 point pour la
monotonie ; ¢) 0,5 point pour la convergence uniforme sur [2, +«[, 0,5 point pour la double limite ; d) 0,5
point pour I'encadrement, 0,5 point pour I'équivalent.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : convergence uniforme des séries de

fonctions

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Suites et séries de fonctions » en L2 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés suites et séries de fonctions.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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