Corrigés des contréles de maths en L2

Corrigé du controle de maths L2 : comparaison
série-intégrale et restes

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours, le théoreme de comparaison série-intégrale 4 points
Exercice 2 : La constante d'Euler 4 points
Exercice 3 : Deux séries de Bertrand, somme partielle et reste 5 points
Exercice 4 : Probleme, la fonction zéta au voisinage de 1 7 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours, le théoreme de comparaison

série-intégrale (4 points)

a. Soit k > 2 .Pour t € [k—1, k], ladécroissancede [ donne f(k) < f(t) < f(k-1).En
k

intégrant sur un intervalle de longueur 1, f{}g} < f f < f{,ﬁ;_lj . De méme, pour & =1,

E—1
E+1

[ r<sw.
k

I
n
b. Notons Sy = Z flk) et Flr) = ff.Ces deux fonctions de 7. etde £ sont
EF=1
1
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croissantes, car f > 0.Ensommanta)pour % de2a 7, on obtient
Sp— () < F) < 5ot

Si I'intégrale converge, de valeur I ,alors Fi(n) < I et S, < f(1) 4+ I :la suite croissante
(5,) estmajorée, donc la série converge.

Si la série converge, de somme S ,alors F(n) < S ;pour = > 1,
F(z) < F([ £ ]) £ 5. Lafonction croissante F' est majorée, donc elle a une limite finie en
+co . La série et I'intégrale sont de méme nature.

c. D'aprésa), Wy = 0et wy, < fln—1) — f(n) . Par télescopage,
m
Z wy < f(1) = fn) < f(1). Les sommes partielles de la série & termes positifs Z Wy,
k=2
sont majorées : Z uy, converge, sans hypothese sur Z f{n} :

+oo
d. L'intégrale f f converge d'apres b). Pour N > n 2> 1, on somme les inégalités
1

k+1 k

{fﬂf{k}illfpour kde ntla N :

N1 N
[ iwars ¥ rm< [ s
n—+1

En faisant tendre N vers oo, f<H,< ff

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,5 pour I'encadrement de 5y, , 0,5 par implication ; ¢) 1 point (0,5
pour la majoration, 0,5 pour le télescopage) ; d) 1 point (0,5 pour la sommation, 0,5 pour le passage a la
limite justifié).

Exercice 2 : La constante d'Euler (4 points)




a. La fonction + — % est continue positive et décroissante sur [1, —I—DD[ .lci

wp = Ink —In(k-1) - Partelescopage

7L
Z wkzlnn—lnl—
k=2

L=Inn—(H,-1)

&
™
[ -]

n
Donc Uqn = Hyp—lnn =1- Z Wy . D'apres I'exercice 1 ¢), la série Z Wy,
k=2
+oo
converge, donc () convergevers ¥ = 1— Z Wy, .
k=12
k+1

b. Pour k& > 1, f % < 7 .Ensommantdela n: In(n+l) < H, . Ainsi

Eoal

Uy = Infn+1) —lnn>0.Deplus, Uy <1 carles Wi sont positifs. Par passage a la
limite dans les inégalités larges, 0 < ¥ < 1.(Onaenfait -y = 0,577 )

c. Par définition de la limite, uny —y = o{1),soit H, = lnn 4+ v + o1} . Alors

27
S t=Ho—H,=1n(2n)—lnn+o(l) =1n2 + o(1).
k=n+1

La limite vaut |n 2.

Baréme : a) 1,5 point : 1 pour le calcul télescopique, 0,5 pour la convergence ; b) 1 point (0,5 par inégalité)
; ¢) 1,5 point : 0,5 pour le développement, 1 pour la limite.

Exercice 3 : Deux séries de Bertrand, somme partielle et reste
(5 points)

est continue, positive et décroissante sur  [2, +oo[ , car

. ) 1
a. La fonction f A o

t — tlnt estpositive et croissante. Or f f =lIn{lnz) —In{ln 2) — 400 . La série et
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I'intégrale ayant méme nature, E diverge.

nlnn

E+1 n+1
b. En sommant f f< f(;g} pour k de2a n: f f < Sn,soit

k
In(ln(n+1}) — In(ln 2) < Sy . Ensommant  F(k) < f f pour k de3a n:
k—1

— f(2) £ ff ,avec f(2) = 21111 5- On obtient I'encadrement demandé. Pour

n =3, ln{ln ﬂ:l > (0 ; on divise par ce nombre. La borne de droite tend vers 1, car
In{ln n) — o0 Pour celle de gauche,

In(In(n+1)) — In(ln n) = 111(1 - In{1 + Un)) —+ 0,

Inn

donc elle tend aussi vers 1. Par encadrement, Sy, ~ In(ln n) : la divergence est extrémement
lente.

1
c. Lafonction g:% — - ( L 1)2 estcontinue, positive et décroissante sur [2, +0o[ , de primitive

i — L Ainsi g = 1 pour z > 2 :lintégrale converge, donc la série
In In o

I
converge. L'exercice 1 d) donne, pour 7 = 2 :

1 < L.
n(ntl) = Py S n

Lo s 1
Comme n(n—I—l} —Ilnn+ln (1 + ,}—1) ~ |n n . les deux bornes sont équivalentes a nn

Donc ,|'5' i m

Erreur fréquente : conclure que In{In{n+1)} ~ In{ln n) en « composant les équivalents ». Il faut ici
étudier la différence, comme ci-dessus.

Bareme : a) 1 point; b) 2 points : 1 pour I'encadrement, 1 pour I'équivalent ; c) 2 points : 0,5 pour la
convergence, 1 pour I'encadrement du reste, 0,5 pour I'équivalent.



Exercice 4 : Probleme, la fonction zéta au voisinage de 1 (7

points)

a. La série de Riemann Z # converge pour s5>=1 : {{S} existe. La fonction f:f — t°
+co

est continue, positive et décroissante sur [1, +oo[ , avec f f= ﬁ . En sommant

1
E+1

f f < f{;g) pour & > 1, on obtient ﬁ < Q{E}.En sommant f{,ig} < f f pour
k

- 1 iy 1L 1 .
k > 2, onobtient ((s)—1< 51 Dou 55 < ((s) <1+ ;77 - En multipliant par

s—1>0, 1< (s-1)(s) < s .Parencadrement, ¢(s) r ﬁ quand 5 — 1T .

+co
1 1
di _ i < R () < m—ma—
b. Avec f = 1)51?3 -, l'exercice 1 d) donne Dt = nls) < G—Dne—1-
T
\ : 1
c. L'erreur commise est F,(2) , et o 1 n(2) -:;: .S m > 1000,

Rn{ﬁ} < mlﬂ — 10—3 :I'approximation est biena 10—3 prés.Si n < 998,

Rﬂ{ﬁ} = — = 595 = 103 :1a précision n'est pas atteinte. La convergence est donc

lente : il faut environ mille termes pour trois décimales.

d. Pour t € [k, k+1l] et s> 1, (kilj L,s < kL Enintégrantsur [k, k+1] , puis en
retranchant de %,on obtient 0 < di(s) < % (k—il—lj‘s .Pour s >1, parla relation de
Chasles :

n+1
T2 T
_ 1 dt | 1.
o) = 3 k- [ Hh o toolcts) - Y
k=1 k=1 1
Donc ({s) — Z dr(s).

T
e. Pour 5 = 1, Z dip(l) = Hy, — Inln+1) = u, — 111(1 + %) . Cette quantité tend vers

+oo
7 — 0. Donc Z dp(l) = v .
E=
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f. Soit € >0 .Pour 5 € [1, 2] et IN = 1, d'aprés d) et par télescopage :

400
< ) = S N1
k=T +1 (N+1)
N
On fixe IV tel que ﬁ < ¢ .Llasomme finie 5 — Z dx(s) est continue en 1 : il existe

k=1

N N
S di(e - > dr(D)
=1 =1

7 € ]0,1] tel que, pour 1<s<1+7, < £. Pour ces valeurs

de s, I'inégalité triangulaire donne

}idiﬁ@)—’)’ <€+ Z dp(s) + Z dp(1) < 3e¢.

k>N k>N

Ainsi g{g} = ﬁ + ¥ + o{l} quand : — 17T .Llafigure montre & entre ses deux bornes
de a).

8_
-==- 1/(s—1)
- 1+1/(s—1)
6 - — ((s)
4 -
2- hhhhhhh
0 | . E—
1 2 3 4



Baréme : a) 1,5 point : 1 pour I'encadrement, 0,5 pour I'équivalent ; b) 1 point ; ¢) 1 point (0,5 par sens) ;
d) 1,5 point : 0,5 pour l'encadrement de  dx(s) , 1 pour la somme ; e) 0,5 point ; f) 1,5 point : 0,5 pour la
majoration uniforme des restes, 0,5 pour la continuité de la somme finie, 0,5 pour la conclusion.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du controle : comparaison série-intégrale et
restes

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Séries a termes positifs » en L2 et «
Intégrales généralisées » en L2 puis entrainez-vous avec les exercices corrigés séries a termes positifs,
intégrales généralisées.

Retrouvez tous les controles de maths de L2 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L2 sur ce theme

e Contréle de maths L2 : séries numérigues a termes positifs

e Contrble de maths L2 : intégrales généralisées et intégrabilité
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