Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : systemes
linéaires, pivot de Gauss et inverse

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : inverse et transposée d'un produit 3 points
Exercice 2 : Systéme linéaire a parametre 5 points
Exercice 3 : Puissances d'une matrice par la formule du bindme 4 points
Exercice 4 : Inverse d'une matrice par la méthode de Gauss-Jordan 3,5 points
Exercice 5 : Probleme : matrices triangulaires supérieures 4,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : inverse et transposée d'un

produit (3 points)

a. Définition. A € M_(R) estinversible s'il existe B € M, (R) telle que
AB = BA = I, ;cette matrice B estunique et notée 4—1.

Si A et B sontinversibles, on calcule, par associativité du produit :

ABYBIA Y =ABe YA lzAr, A =1, (B A YAy =B 14 AYyB=1T,.
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Donc APE estinversible et {AB}_l — B—14-1,

b. Notons A = (a,.) et B = (bgy).Lamatrice (4B)T estdetaile ¢ X 7. Pour
1<z <get 1< 7 < n,soncoefficientdindice (2, 7) estle coefficient (7,%) de
AE

b P
{(AB)TL-J- = (4B)y; = kz_:l a g bki = kz_:l (871, [AT]y; =[BT AT];;.
Les deux matrices ont méme taille et mémes coefficients : {AB}T — BT AT,

Baréme : a) 1,5 point (0,5 pour la définition, 1 pour les deux produits) ; b) 1,5 point (0,5 pour les tailles et
les notations, 1 pour le calcul du coefficient).

Exercice 2 : Systeme linéaire a parametre (5 points)

a. On garde L1 comme ligne pivot (coefficient 1 devant =) et on effectue Lip +— Ly — L1 et
Ly ¢ La—m Ly :

r+y+mz
(m=1)y + (1-m) z
(1-m)y + (1-m?) z

1
0

1 —m

Puis L3 += L3+ Lg . Le coefficientde ¥ devient (1—m) + (m—1) = 0, celuide z
devient 1—m24+1—-m = 2 —m —m? = (1-m)(m+2). Ces opérations sont
inversibles, donc {S5,,) équivaut au systéme triangulaire :

r+y+mz
(m—=1) (y — 2)
(1—=m)(m+2) 2

I
—_ O =



Erreur fréquente : diviser par

b.Si mFlet ms# -2, lespivots 1, m —1 et (I—m)(m-+2) sontnon nuls: le

systeme est de Cramer. La derniere ligne donne 2 = (1—3@&%) = nr5 Lo deuxieme
_|_

m —
m+2 T om+3

La premiére donne £ = 1 —

donne y:zzﬁ.

1414+ m

min = 1. L'unique solution est

Contréle dans la premiere équation :

(l! l! l)
m+3d m+3d m+2)

c. Pour m = 1, les lignes 2 et 3 du systéme triangulaire s'écrivent [J = (0 : il reste la seule
équation = 4y + z = 1. L'ensemble des solutions de (.57) est

{-y-2y 2|(y,2) € R3} unplande R3.

Pour m = —2,la derniere ligne devient (0 x z = 3, ce qui est impossible. (.5'_3:1 n'a
aucune solution. On le retrouve en additionnant les trois équations : (m~+2)(z + v + 2z) = 3
donne 0 = 3.

m — 1 oupar m —+ 2 sans avoir écarté les cas ol ces nombres sont

nuls.

Baréme : a) 2 points (1 point par étape d'élimination correctement justifiée) ; b) 1,5 point (0,5 pour le
caractéere de Cramer, 1 pour la solution) ; ¢) 1,5 point (0,75 par cas).

Exercice 3 : Puissances d'une matrice par la formule du bindme

(4 points)

Q
Z
|
OO0

1
0 9}N9=
0 0

oo

1
8 0] N3=N2N =0.
0 0

IV est nilpotente d'indice 3, etdonc vk — ) pourtout &£ = 3.

b. Les matrices 2f3 et IN¥ commutent, car 213 commute avec toute matrice. La formule du

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

binéme s'applique donc. Pour 1 > 2, seuls lestermes & = 0,1, 2 sont non nuls :

A" = Zn:( J2rk NE=2" T34 n2n N 47 ( n(n=1) on-2 2,

f.n,(n 1)

Comme on—2d — nln—1) 27— 2, on obtient :

. 2" n2m 1 p(pn-1)27-3
A = ¢ 2" n n—1
0 0 & 2"

C'est I'expression de 4™ pourtout n > 2 (elle reste d'ailleurs vraie pour n = 0 et
n=1).

c. Directement:

2 1 0
A?=(0 2 1
00 2

OO

1 0 4 4 1
2 1 ]=10 4 4
0 2 O 0 4

La formuledonne 92 — 4, 2% 91 — 4 et 9% 1% 2—1 — 1.Les deux calculs
concordent.

Erreur fréquente : appliquer le bindme sans vérifier la commutation, ou écrire  y2 — ().

Bareme : a) 1 point; b) 2,5 points (0,5 pour la commutation, 1 pour le développement tronqué, 1 pour la
matrice explicite) ; ¢) 0,5 point.



. 1 = Vé

Jordan (3,5 points)

a. On part de la matrice augmentée et on effectue les opérations indiquées :

O 1 40 1 0O — 0 1 4 O 1 0
5 6 010 0 1 0 —4 —-151-=5 0 1

Ly Ly+4L, (1 2

=0

1 0 0
O 1 0O
-5 4 1

Les trois pivots valent 1 : la matrice est de rang 3, donc . est inversible. On remonte :

[ 1 2 016 =12 —=3\L L1—2L,(1 0 Q0| =24 18 5
L1<—L1—3L3]L2<—L2—4L3(0 1 0|20 —15 —4) 17 2(0 1 0‘ 290 —15 —4>
00 1125 1 00 1 A

(=24 18 5
M-l=| 200 =1, Z4)
—5 4 1

Vérification de M M —1 = I3 :lapremierelignede AJ donne —24 +40-15 =1,
8-30412 =0, 5—-8+43 =0 ;ladeuxieme 20-20=0, -l5416 =1,
—4 4+4 =10 ;latroisieme —1204+120 =0, S0 —-80 =0, 25 —-24 = 1.

L'inverse est correct.

1 1
b. Le systeme s'écrit MX = (%) ,donc X = M_1< %) :

r=-24436+15=27, y=20—-30—-12=—-22, 2= —-5+8+3 = 6.

Controle: 27 —44 4+ 18 =1, —-224+24 = 2, 135 —132 = 3. L'unique solution est
{27’, —22, 6} .
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Baréme : a) 2,5 points (1,5 pour les opérations, 0,5 pour la justification de I'inversibilité, 0,5 pour I'inverse
vérifié) ; b) 1 point.

Exercice 5 : Probleme : matrices triangulaires supérieures (4,5

points)

T
a. Soient z >> 7 . Par définition du produit, (ST:'@' = Z 5.5 gy . Pour chaque k :si

k<u,alors 5. =0 :sinon k> 2> 7,donc tg; = 0. Tous les termes sont nuls et

(5T);; =0: ST €T,.

Pour % = 7 ,le méme argument annule tous les termes sauf celuiol k& = 3 :

(5T = sitia

b. Le systtme TX — ¥ sécrit, ligne 4 : tee %y T z tik Tk = Y. La deriére ligne

k=
¥
donne z,, = t—”‘ , défini de facon unique car gy ?é 0.Si ;41 -1 %n sont déterminés
nn
de facon unique, la ligne 3 donne de facon unique
T

_ 1 _ .
RE IR T Z ik T
k=141

Par récurrence descendante, le systéme admet une unique solution. Notons Cj la solution
de TX = E, ou £, estla j-iémecolonnede I, ,et B lamatrice de colonnes

Ce,- -4 Cp . Alors TB = I, Pour une matrice carrée, I'existence d'un inverse a droite suffit
(théoréme du cours, conséquence de la méthode du pivot). Donc T' est inversible et

71 - RB.

c. La 7-iémecolonnede 7'—1 estlasolution X de TX = E, Pour 2> 7,la 3 -iéme
coordonnée de Ej est nulle. En reprenant la remontée de b) : =, = 0 si n > 7, puis, de
_ 1 . _ L
proche en proche, I, = tn‘([j - Z bik X D) =0 pour tout % > 7 . Les coefficients de

ke
7—1 situés sous la diagonale sont nuls : 71 ¢ Th-



n
- - , — E : 2 .
d. Pourtout 7, le coefficient diagonal ':ATA:'ﬂ' = ;5 estnul. Une somme de carres de
=1
réels est nulle si et seulement si chaque carré I'est, donc aéj- =0 pour tout 3 .Ainsi 4 = 0.

Baréme : a) 1,5 point (1 pour la nullité sous la diagonale, 0,5 pour la diagonale) ; b) 1,5 point (1 pour
I'existence et I'unicité par remontée, 0,5 pour l'inversibilité) ; ¢) 1 point ; d) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : systemes linéaires, pivot de Gauss
et inverse

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Systemes linéaires et matrices » en L1
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés systemes linéaires et matrices.

Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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