Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : suites, continuité
et dérivation

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Somme alternée et suites extraites 5 points
Exercice 2 : Accroissements finis et valeurs intermédiaires 6 points
Exercice 3 : Itérations du cosinus et point fixe 9 points
Total 20 points

Exercice 1 : Somme alternée et suites extraites (5 points)

a. Pourtout n =1 :

_ 1 1 _ 1
Uop12 = Yon = InF1 ~ 2012 = (2nt1)(2n42) = U

donc {ugﬂ} est croissante. Pour tout 7 = 0 :

_ 1 1 _ 1
Uont3 = %pi1 = “2nt2 T 03 = “(2nt2)(@n+3) < U
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tend vers [ . Les suites

& i , 1
donc (”2n+1:' est décroissante. Enfin Unpil — Ygp = Fna]

{ugﬂ] et {U3n+1} sont adjacentes.

b. Soit £ >0 .llexiste IV{ telque m = IN{ entraine |’u2ﬂ —£| < e,et Ny telque
n 2 IN1g entraine |’U2n+1 —£| < e.0onpose N = max(2V1, 2Ny + 1). Soit
p =2 IN.Si p=2n estpair,alors m = IN{ ;si p = 2n+1 estimpair, alors
n > Ny . Danslesdeuxcas, |[vp—£| < e.Donc (vy,) converge vers £.

Par le théoreme des suites adjacentes, {ugn} et {u2n+1} convergent vers une méme limite.
D'aprés ce qui précéde, (uy) converge.

C. La suite {ugﬂ} est croissante de limite £, donc g, < £ lasuite {u2n+1} est
décroissante de limite ¢, donc £ < g, 4.

12—-6+4-3 7

13 =13

Pour n = 2 : =« :1_%
71 5+ 12

£
ot
Il
=]
_|_
o
|
o
o=
|
=
o

d. Si n = 2m estpair, Ug,, < £ < ug ., donc

up — €] < Ug 1~ U = G = agq S P = 2metl estim?air, 1
Ugm4a S € S Ugpny done g — £ S ug 4y Uy 0 = 3005 = 24T

1
Dans tous les cas, |u, — £| < i

Baréme : a) 2 points : 0,5 point par monotonie, 0,5 point pour la différence qui tend vers (1, 0,5 point

pour la conclusion ; b) 1,5 point : 1 point pour le choix de ™ et la disjonction pair/impair, 0,5 point pour
la conclusion sur () ; c) 1 point: 0,5 point pour les inégalités, 0,5 point pour % et % ;d) 0,5

point.

Exercice 2 : Accroissements finis et valeurs intermédiaires (6




. Onpose k(x) = f(x)+ = —1, continuesur [0,1] .0na &({0) = -1 <0 et
k(1) = 1> 0. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, k s'annule en un point ¢ € [0,1],

quinestni O ni 1 puisque k(0)F 0 et k(1)5= 0. lexiste ¢ € J0,1[ tel que
fley=1-c.

. Lafonction f estcontinue sur [0, c] et dérivable sur 0, ¢[ . Par I'égalité des accroissements
finis, il existe @ € |0, ¢[ tel que

Lesréels g < ¢ < b sont distincts et f’{g} f’{b} — 1;': X T cE _1.

. Soit €>0 et A >0 comme dans l'indication. Pour x > A, lafonction & est continue sur
[A, £] et dérivable sur ]A, z[ : I'égalité des accroissements finis donne ¢ € |4, =] tel
que gix) — g(A) = g/(c;)(x — A) . On en déduit

—_— T

M _ I = g(ﬂ) — LA 1 (g!(c‘r) . L)u

Comme ¢z > A,ona |g/(cy) — L[ < e, et g<ZZ4 <1, donclesecond terme est
majoré en valeur absolue par & . Le premier terme tend vers ([ quand I tendvers oo (

A estfixé) :ilexiste B = A tel que |m{AJ$——LA| < ¢ pour = = B
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Ainsi, pour tout x = B,

X ot I
# _ L| < 2¢-Comme € estarbitraire, # tend vers L

quand * tend vers oo,

Erreur fréquente : appliquer les accroissements finis sur [EI, :J:] . Le point €z obtenu peut alors rester
proche de (1, ou I'on ne contrdle pas g" ; C'est pour cela qu'on partde A .

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour la fonction auxiliaire, 0,5 point pour le théoreme et ¢ ?‘é 0,1;b)2
points : 0,5 point par application des accroissements finis avec hypotheéses, 0,5 point pour & ?é b,0,5
point pour le produit ; ¢) 3 points : 1 point pour I'égalité des accroissements finis sur [A, a:], 1 point pour
la décomposition et la majoration par &, 1 point pour le traitement du terme MT_M etla
conclusion.

Exercice 3 : Itérations du cosinus et point fixe (9 points)

a. Lafonction A estdérivablesur [0,1] et A'(x) = —sinz —1.5ur [0,1] C [0, 7],
sinxz > 0, donc h’r(:n} < —1 <0 : h eststrictement décroissante et continue. De plus
h(0) =1>0et A{l) =cosl—1<0,car cosl <1 ( 1 n'estpasunmultiplede 2
). Par le théoréme des valeurs intermédiaires, A s'annule sur [0,1] , et la stricte monotonie
donne I'unicité. Il existe un unique « € [0,1] telque cosa = o ;deplus a € ]0,1[.

<1< TS_T Le cosinus est strictement décroissant sur [D, *rr] , donc
1
soit h(g)
2

_1
- 2
Ensuite h( ) ?—% ”@% .Or {2(}2 — 8 <9< 3, donc T < 7 et

h(@) < 0. Les réels % et 7 sontdans [0,1] et j eststrictement décroissante :

1 il

[l |l

b. Comme 4 >>3,0na

1 T
cosg}co 3




1 - —— y=h(x)=cosx —x
0,5 1
0
-0,5 - ' '
0 0,25 0,5 0,75 1

. Le cosinus est décroissant sur [0, 1] C [0, 7], donc cos([0,1]) = [cos 1, 1]. Comme
0<1<75, cosl>0.Ainsi cos([0,]]) C [0,1], et une récurrence immédiate & partir de
Uy € [0,1] donne wu, € [0,1] pour tout 7.

. Le cosinus est dérivable sur [0,1] de dérivée —gin.Pour ¢ € [0,]], 0 < sint < sinl,
car le sinus est croissant sur [D, E] .Donc |cos/(t)| < sinl sur [0,1], et I'négalité des

accroissements finis donne |cos & — cos y| < sin(l) |z — y| pourtous =,y € [0)1].

. Pourtout 7, Up et o sontdans [0,1] et cosa = &, donc

|u — a| = |cos u, —cos a| < sin(1) |u, — «al.

n+1

Par récurrence, |uy, —a| < (sin 1}ﬂ [ug — & < (sin 1}ﬂ ,car |ug—a| £ 1. Comme
0<sinl<1, (sin 1j|r'r1 tend vers (. Par le théoréme des gendarmes, (u,) converge
vers o,

. Le cosinus est strictement décroissant sur [D,l] . SUpposons iy ?é a.Si Up >, alors
Upg] = CO8 Uy <COSX = & ;g Uy <, alors Uyi1 X, Dans les deux cas,
Ut ?‘3 o et Ypy1 ~ X et Uy — & sont de signes contraires. Comme Ug ?é o,

une récurrence donne ‘g ?é & pour tout 7.

COE T —COE QY . Zo.
. Onpose 7(z) = “LEE=5"2 pour z 3 . Le cosinus est dérivable en o, donc T(z)
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tend vers cos’{o) = —sin & quand = tend vers «.Llasuite {tuy,, tendvers ¢ sans
jamais valoir ¢ : par la caractérisation séquentielle de la limite, 7(ty) tend vers —gin ex.Or

_cosuy —a Uy T @
T(Un)— U, — @ — U, — O

Upyl — @

Tp— tend vers —zin v .

Donc

h. D'apres f), les termes passent alternativement de part et d'autre de @ : I'escalier tourne autour du
point (o ; &) , d'ol la spirale. D'aprés g), I'écart & @ est multiplié a chaque étape par un
nombre proche de sin e, avec sin o < sin T_i—r <Z 1 : la spirale se resserre a vitesse géométrique
(convergence linéaire, de rapport environ 0,67 ). Comme dans l'exercice 1, les termes de rang
pair et ceux de rang impair restent chacun d'un méme c6té de la limite et I'encadrent.

Erreur fréquente : affirmer que (%, ) est monotone. Le cosinus étant décroissant sur  [0,1] , la suite
ne l'est pas : seules ses suites extraites de rangs pairs et impairs le sont.

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour la stricte monotonie, 0,5 point pour les signes, 0,5 point pour le
théoreme et I'unicité ; b) 1 point : 0,5 point par inégalité ; c) 1 point : 0,5 point pour cos1 =0, 0,5 point
pour la stabilité et la récurrence ; d) 1 point ; e) 1 point : 0,5 point pour la récurrence, 0,5 point pour la
limite ; f) 1,5 point : 1 point pour les signes contraires, 0,5 point pour ‘g ?é % ;g) 1,5 point: 0,5 point
pour la fonction T, 1 point pour la caractérisation séquentielle ; h) 0,5 point.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : suites, continuité et dérivation

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Suites numériques » en L1 et « Limites et
continuité » en L1 et « Dérivation » en L1 puis entrainez-vous avec les exercices corrigés suites

numériques, limites et continuité, dérivation.
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Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L1 sur ce theme

e Contrble de maths L1 : suites, convergence et suites adjacentes

e Contréle de maths L1 : limites de fonctions et continuité

e Contréle de maths L1 : dérivation, Rolle et accroissements finis
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