Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : polynomes,
racines et fractions rationnelles

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : racines multiples et dérivées 3 points
Exercice 2 : Division euclidienne et ordre de multiplicité 4 points
Exercice 3 : Relations entre coefficients et racines 3 points
Exercice 4 : Factorisation de X4 + 1 3 points
Exercice 5 : Probleme : restes et éléments simples 7 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : racines multiples et dérivées (3

points)

a. Formule de Taylor pour les polynomes. Si F estde degré ¢, alors
d, plR)
a) k
P=> —fF¥ (X -a)
k=0

b. Supposons P{a} = P”{a} = 0. Les deux premiers termes de la formule de Taylor sont nuls,
donc
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d P(k)a _
P = (X—a)’ kzg k—,() (X —a)F2,

ce qui montre que {X—a}g divise P : a estracine d'ordre au moins 2.

Réciproquement, si P = (X —a)? @ avec @ € K[X],alors P(a) = O et, en dérivant un
produit, P/ = 2(X—a)Q + (X—a)? @', dou P'(@) = 0.

Donc a est racine d'ordre au moins 2 si et seulement si  P(a) = P’;(a} =0.

Baréme : a) 1 point; b) 2 points (1 point pour chaque implication).

Exercice 2 : Division euclidienne et ordre de multiplicité (4

points)

a. On abaisse le degré terme a terme :
°o A-X?B=X%42X3 X 43 - (Xt4+ X34 X =Xx3-X2_-Xx+13;
o X3 -X? X43-XB=X3-X? X 43 - (X34 X2+ X)=2X?-2X+3;

o —2X2 02X +4+3-(-2)B=-2X?-2X4342X2423X+2=35.

Le reste est de degré 0 <2 = deg B . Ainsi 4 = {XE + X —2} B + 5 : quotient
X3—|-X—2,reste 5.

b. On calcule les dérivées successives :



Pl =5x4—24X3+39X2 28X +12, P =20x3 —72x2 +78Xx — 28, P®) = 60x2 - 144X + 78.

Pus P(2) =32-96+104-56+24 -8 =0,
P/(3) =80 -192 4156 —56 +12 = 0, P’(2) =160 — 288 4156 — 28 = O et
P(Bj@l = 240 — 288 4+ 78 = 30 ?é 0. D'aprés la caractérisation par les dérivées
successives, 2 est racine d'ordre exactement 3.

Donc {X—Q}B — X3 _6X2 112X — 8 divise P . Le quotient est unitaire de degré 2 ; en
identifiant le coefficient constant, —8 x ¢ = —8 ,donc ¢ = 1, et I'on vérifie que
(X3 -6X2 412X —8)(X241) = X°-6X% 4 13X3 —14X2 412X -8

Dans R[X]: P = {X—E}B {X3-|-1:|,et X2 41 estirréductible sur R (discriminant
—4<0)Dans CX]: P = (x_gjﬁ (X —2) (X +12).

Baréme : a) 1,5 point (1 pour les étapes, 0,5 pour le résultat) ; b) 2,5 points : 1,5 point pour les dérivées et
I'ordre 3, 0,5 point pour la factorisation réelle, 0,5 point pour la factorisation complexe.

Exercice 3 : Relations entre coefficients et racines (3 points)

a. Pour & = X3 —9x4 + 3.X — 5 unitaire, les relations entre coefficients et racines donnent

o1 =21+ Tyt oy =2, 0y =30y + T Tq+ TyTg =3, 03 =T Tyxg =D
Ensuite :t?% + :t?% + :E% = J% — 205 = 4 -6 = —2.Lasomme des carrés vaut —2.

Si les trois racines étaient réelles, cette somme serait positive. Les racines ne sont donc pas
toutes réelles ; comme & est réel de degré impair, il a exactement une racine réelle et deux
racines complexes conjuguées non réelles.
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b. Aucune racine n'est nulle car 5 = 5 ?é 0. Alors

L+i+i_$2$3+$1$3+$1$2_2

3.
5

(9L

La somme des inverses vaut % .

c. Chaque racine vérifie % = 21’«‘3- — 3‘1?;1' + 5. Ensommantpour 7 =1,2,3 :

2
23+ o3 +23=2x(-2)—3x2+3x5=-4-6+15=5.

La somme des cubes vaut 5.

Erreur fréquente : écrire @7 = —5 _ Pour un polyndme unitaire de degré 3,
_ 3 _
T TaTq = (17 x (=5) = 5.

Bareme : a) 1,5 point (0,75 pour les trois fonctions symétriques, 0,5 pour la somme des carrés, 0,25 pour
la conclusion) ; b) 0,75 point ; ¢) 0,75 point.

Exercice 4 : Factorisation de X~4 + 1 (3 points)

a. Oncherche » — 5 g1f avec 4 — _] — g :ilfaut 4 = 1,donc r =1, et
48 = 7 (mod 2, soit § = f_l—r + %’T avec k& € {0,1,2,3}. Lesracines sont 7%,

G/, JSurfd _ —3wrf4 et Tem/® _ _—wm/4  deux 3 deux distinctes. Le polyndme
étant unitaire de degré 4 :

X411 = (X _ eiﬂ'/él)(X _ e—m/zl)(X _ e3”/4)(X _ e—3m/4)‘

b. Pour @ réel, (X —e)(X —e—16) = x2 —2cos@) X +1. Avec ':DST-E_T = % et
ar Va .
2

COS? = -5 -



Xt41=(x2-v2Xx +1)(X2+v2X +1).

Les deux facteurs ont pour discriminant 2 —4 = —2 < 0 : ils sont irréductibles dans R[X] .

Vérification : le produit vaut (XE + 1)2 —9x?=x%419x?41-92x2=x%11.
C'est la factorisation cherchée.

Bareme : a) 1,5 point (1 pour les racines, 0,5 pour la factorisation) ; b) 1,5 point (1 pour le regroupement,
0,5 pour la vérification et I'irréductibilité).
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Exercice 5 : Probleme : restes et éléments simples (7 points)

Partie A.

a. Le reste d'une division par {X—l)g , de degré 2, est de degré au plus 1 : il s'écrit
R=aX +b.0nadonc X" = {X—1)2Q+G&X—|—b.

Enévaluantenl: 1 = a +b.Endérivant: n X7l = 2(X-1)Q + (X-1)2¢ +a.
puis en évaluantenl: 7 = a.Ainsi h =1 —n.

Leresteest R = nX +1—n.Contrdlepour n = 2 : X2 = {X—l}g +2X —-1.

Partie B.

b. Le numérateur est de degré 2, strictement inférieur au degré 3 du dénominateur : la partie entiere
est nulle. La décomposition a la forme

b ,
F=xa+ 5 e txn

o En multipliant par {X—l}g puis en évaluantenl: p = —5 = 1.

o En multipliant par X + 1 puis en évaluanten —1: ¢ = (—2)? = %

[t |l

o En multipliant par X eten faisanttendre £ vers +co : 1 =a + ¢ ,donc g =

Controleen0: F(0) = ;g = let —5f14+=1.



Conclusion :

1/2 . 1/2
F=xa+x pztxa

X
c. Dans R{X), X241 estiréductibleet G = % + %

BX+y 1 1l 1=Xx%-1 =X
X1 T ox(xi+n X T oX(xAn ToxXi4r

. En multipliant par X eten

évaluanten0: o — 1. Alors

_ 1
G=Xx"xy1

d. Dans E{X} G = X(J_C—rélj(x+é) n'a que des podles simples :

c & & - . -, . , . .
= = . ., les coefficients en et —z étant conjugués puisque esta
G=x+tx_—tx+: ¢ v Jugués puisque G

coefficients réels.Ona o = 1 et

§=—1 -1 _ _1 5 _ _1
G = L 1/2 1/2 On retrouve bien c) car 1 -+ L _ 22X
X T X - X+ X—t ' X4 ™ X241

Bareme : a) 2 points (0,5 pour la forme du reste, 0,5 pour a + b = 1, 1 pour la dérivation) ; b) 2,5 points
(0,5 pour la partie entiére et la forme, 0,5 par coefficient, 0,5 pour le contréle) ; ¢) 1 point; d) 1,5 point
(0,5 pour la forme, 1 pour les coefficients).

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : polynomes, racines et fractions

rationnelles
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Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Polyndmes » en L1 puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés polynémes.

Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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