Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : limites de
fonctions et continuite

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Théoreme des valeurs intermédiaires 4 points
Exercice 2 : Limites, epsilon-delta et suites 5 points
Exercice 3 : Une fonction définie avec la partie entiere 4,5 points
Exercice 4 : Points fixes, extremums et cordes horizontales 6,5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Théoreme des valeurs intermédiaires (4 points)

a. Théoréme des valeurs intermédiaires : si [ est continue sur [a,b], alors pour tout réel
Y compris entre f(a) et f(b),ilexiste c € [a,b] telque flc) = .

b. Cas f(@) < 0 < f(b).L'ensemble F = {z € [a,b]: f(z) < O} contient @ et il est majoré
par & .D'apres I'axiome de la borne supérieure, il admet une borne supérieure ¢ & [a, b].

Oona flc) < 0. Parla caractérisation de la borne supérieure, pour tout 7 > 1 il existe

Ty € F telque _}1 <z, < c.Ansi Tn tendvers C et flzy) < 0.Comme f
estcontinueen ¢, f(xy,) tendvers f(c) (caractérisation séquentielle), donc f{c) < O par
passage a la limite.
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Oona flc) 2 0.5 ¢ =b,alors flc) = f{b) 20.Si c<b, tout x € e,

n‘appartient pas & E! (il dépasse la borne supérieure), donc  f(x) > 0 . La suite

y, =c+ b —¢ est dans le, b] ettendvers ¢, donc f(¢) = lim f(y ) = 0.

Ainsi flc) = 0.

Cas général. Soit ¥ entre f(a) et f(b).Si fla) <y < f(b),lafonction f —y est
continue et vérifie  (f—vy)(@) < 0 < (f—y)(b) :elle s'annule en un point ¢ . Si
f(b) < v < f(a), on applique le premier casa y — f . Dans tous les cas, il existe

¢ € [a,b] tel que fic) = v.

Baréeme : a) 1 point; b) 3 points : 0,5 point pour I'existence de ¢, 1 point pour f {c} < 0, 1 point pour
fle) > 0 aveclecas ¢ = b, 0,5 point pour le cas général.

Exercice 2 : Limites, epsilon-delta et suites (5 points)

a. Pourtoutréel x, |r2—4| =]z —2| |z +2|.5i |z —2/<1,alors 1<z <3,donc
=z +2) < 5.

Soit &> 0 .On pose Szmin(l,g)}D.Pourtout T telque |z —2|<d,ona
E _ i 4 —
|a:3—4|£5|:t:—2|=:‘:5><5_£.Donc $11l1}12$ = 4,

dnar

1 _ 1 , .
b. Onpose x, = s - et Y, = ::?_r_|_ G POUr T =1 .1Ces deux suites de réels non nuls
tendent vers (. Or sin(%n) — sin(jnﬂ} — () et sin(y—n) = sin(% + Emr) =1.

Si la fonction admettait une limite L, en 0, la caractérisation séquentielle donnerait L, = 0

et L, =1.Cestimpossible: o _ sin(;l—,;) n'a pas de limiteen 0.

c. Pourtout £ 0, |g(z)| < |#| car [sin] < 1. Parle théoréme des gendarmes, g(z) tend
vers (0 quand < tendvers [.Lafonction ¢ se prolonge par continuité en [ en



posant g(0) = 0.

d. En 0.Pourtout z, |h{z)—A(0) = |a(z)| < |z|,donc Alr) tendvers A{0) =0 : A
est continueen 1.

En aF 0.Pardensit¢ de Q etde R\ Q dans R, il existe unesuite (7,) de rationnels et
une suite (s, d'irrationnels qui tendent vers @ . Alors A{r,) = r, tendvers a et

h(sp) = 0 tend vers 0 ?é @ . Par la caractérisation séquentielle, A n'a pas de limiteen a.
La fonction }, est continue en [ et en aucun autre point.

Erreur fréquente : prendre & = % sans avoir d'abord imposé |z — 2| < 1, ce qui laisse |z + 2|
non majoré.

Baréeme : a) 1,5 point : 0,5 point pour la factorisation et la majoration de |a: + 2|, 1 point pour § etla

conclusion ; b) 1,5 point : 1 point pour les deux suites, 0,5 point pour la conclusion séquentielle ; ¢) 1 point
;d) 1 point: 0,5 pointen (), 0,5pointen a ?é 0.

Exercice 3 : Une fonction définie avec la partie entiere (4,5

points)

a. Pour z € [n,n+1l] ,ona | £ | = n, donc flo) = ﬂ,_|_(;p_n}2.5ur In, n+1[, f
coincide avec une fonction polynéme, donc elle y est continue.

b.Ona fin)=n+0=mn.

Adroite. Pour = € [n,n+1[, flz)=n+(z - ﬂ,:lg tend vers 7 quand % tendvers 7
par valeurs supérieures.

Agauche.Pour z € [n—=Ln[, & |=n—1,donc flr)=n—-14( —n+1)%, qui
tendvers n —1+41 = n quand Z tendvers 7 par valeurs inférieures.

Les limites & gauche et a droite en 7. sont égales & f{n),donc f est continueen 7. Avecla
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question a), f est continue sur [, malgré la présence de la partie entiére.

c. Pour £ = -1, = ?é 0, on multiplie par la quantité conjuguée :

(WVitz —1)(VI+z +1) 4o -1 _ 1
p(r) = c(VI+z + 1) —z(VItz +1) — VIFz +1

La fonction x — est continue en racine carrée continue, dénominateur non nul),
Vitr +1 0t )

donc gcJI:a::l tend vers 5 La fonction % se prolonge par continuité en ([ en posant
o — 1
p(0) = 9"

d. Surchaque segment [n,n+1],0ona f(z) = n + (x - ﬂ}g ,y comprisen & = n-+1 ol
les deux expressions valent n+1 . Cette fonction est strictement croissante sur  [n, n+1] car
£ —n > 0 ycroft strictement. Soit % < ¥. S'ils sont dans le méme segment, f{z) < f(v) .
Sinon, on intercale les entiers %] < ... < " sjtués entre eux et on enchaine les inégalités :
fl@) < flmy) <... < f(myp) < f(y), 'une au moins étant stricte. Donc  f est
strictement croissante sur [.

Deplus £ —1<|z | < flz)<|z|+1<z+1,donc ftendvers —co en —co et
vers 400 en 0o . D'aprés le théoréme de la bijection continue, f réalise une bijection de
R sur R.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,5 point par limite latérale, 0,5 point pour la conclusion ; ¢) 1,5 point :
1 point pour la quantité conjuguée, 0,5 point pour la valeur % , d) 1 point : 0,5 point pour la stricte
croissance, 0,5 point pour les limites et le théoréme cité.

Exercice 4 : Points fixes, extremums et cordes horizontales (6,5

points)

a. Onpose g(x) = f(x) — =, continue sur [0,1] comme différence de fonctions continues.
Comme f estavaleursdans [0,1], g(0) = f(0) > 0et g(l) = f{1)—1<0.Parle



théoréme des valeurs intermédiaires, 9 s'annule en un point ¢ € [0,1] . ll existe ¢ € [0,]]
telque f{c) =c.

b. Par définition des limites infinies, il existe A >0 telque f{z) > f{0) pourtout z vérifiant
|z| > A . Lafonction f est continue surle segment [—A, A] : d'aprés le théoréme des
bornes atteintes, elle y admet un minimum ™M = fl:ﬂ?,:]:l avec I € [—A, A] . Comme
0€[-4,4] ona m < f(0).

Pour |z|>A, flr)> f(0) > m .Pour |z|] < A, f(r) > m.Donc f(x;) estle
minimum de [ sur R.

c. Lafonction g est continue sur [D, l} .Ona g(0) = f(%) — f(0) et
Q’(%) = f(1) - f(%) = f(0) - f(%) . Donc g(%) = —g(0) : les deux valeurs sont de

signes opposés (ou nulles). Par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ < [D, %} tel

que f(c—l—%) = fle) .

= y=f(x) = corde horizontale de longueur 1/2

2,5

0
!
+

M=

d. Lafonction Z, est continue sur [[j] 1— %] et les points % pour 0 < k < n-1,

appartiennent a cet intervalle. La somme est télescopique :

n—1
> g,
k=0
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Supposons par 'absurde que 9., ne s'annule pas. D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
une fonction continue qui ne s'annule pas sur un intervalle y garde un signe constant. Tous les

termes de la somme seraient alors striccement de méme signe, et la somme serait non nulle : c'est

absurde. Il existe donc » ¢ [[jj 1— %] tel que f(c + %) = flo) -

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour la fonction auxiliaire, 0,5 point pour les signes, 0,5 point pour le
théoréme cité ; b) 2 points : 0,5 point pour le choix de A , 1 point pour le théoréme des bornes atteintes
sur [—A, A], 0,5 point pour la comparaison hors du segment ; c) 1,5 point : 1 point pour

g(%) = — g{[]} , 0,5 point pour la conclusion ; d) 1,5 point : 0,5 point pour la somme télescopique, 1

point pour I'argument de signe constant.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : limites de fonctions et continuité

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Limites et continuité » en L1 puis

entrainez-vous avec les exercices corrigés limites et continuité.

Retrouvez tous les contrdoles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contréles de maths du CP au post-bac.
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