Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : intégrales,
équations différentielles et DL

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Une fonction définie par une intégrale 6 points
Exercice 2 : Equation différentielle et intégration par parties 6 points
Exercice 3 : Probléme : une suite d'intégrales issue d'une équation différentielle 8 points
Total 20 points

Exercice 1 : Une fonction définie par une intégrale (6 points)

La fonction f:¢ — e—1? est continue sur R. D'apres le théoreme fondamental de I'analyse, la
iy
fonction G:z — fe—tg dt est donc une primitive de [ . Elle est de classe (71 sur R et

0
G =f.

Ensuite, la relation de Chasles donne F'(x) = G(2x) — G(z) pour tout réel . Par composition
et différence, F' est définie et de classe (71 sur [.De plus:
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F"(:;z;') = QG"(Q:;U) — G;(:I:) — Qe—41% _ -7

Ainsi F' estdeclasse (1 sur R et F'FI(:JS‘:I = Je—45? _ g—x2,

—ir
Soit x réel. Dans F(—:t::l — e—1t2 J¢, on effectue le changement de variable ¢ = —wu

—I
,quiestdeclasse ¢1.Alors df = —dw,et wvade T a 2z .Donc:

2

F(—zx) = / e —u? (—du) = —F(x).

La fonction F' est donc impaire.

4
D'abord, le DL usuel de I'exponentielle donne E—tz =1—t2 + % + g{t‘i} en0.0r (& est

une primitive de [ avec G(0) = 0. Par le théoréme d'intégration des développements limités :

o

Gle)=a —% + % + o(zd).

Ensuite, on remplace & par 2 , quitend vers0: GI:Z;[‘;:] = 9 — BT‘TE + %{;5 + .9{135} .

Par différence :



Fleg) =z — $3 + 75 .95’5 + (335)

LeDLde F' al'ordre5 en 0 est F(;p} - r— 31:3 + 10;1:5 + o{;t:E) . On remarque qu'il

ne contient que des puissances impaires, ce qui est cohérent avec la question b.

Le DL & l'ordre 1 donne  F'(0) = 0 et F'(0) = 1. La tangente en 0 a pour équation
Y = &, Onretrouve dailleurs F/(0) =2-1=1,

Ensuite, F{g;j —r = —5133 + .;:.(353), donc F{g;j — T ru —5133 . Au voisinage de 0,
F(z) — x estdonc dusignede —z3. La courbe est au-dessous de sa tangente a droite
de 0 et au-dessus a gauche : I'origine est un point d'inflexion.

0,6 T
— yY=FX) /

--- tangentey=x /
0,4_ g y !

0,2 -

-0,2 A

—-0,4 - /

-0,6 . .
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Soit x >0.Alors x <2z et pourtout t € [z, 2x], 2 > £2 . Par décroissance de
uw —+ e ¥%,onadonc 0 < g—t2 < e—I2 . Par positivité de I'intégrale (bornes dans I'ordre

croissant) :

0 < F(z) < (2¢ — x) e— T4 = g e %2,

Or 1 e—x2 tendvers0en oo, par croissances comparées. D'aprés le théoréme

. i Flr) =10
d'encadrement, _;H}'_OO (3?:' .

Erreur fréquente : dériver F' en o—4x? _ -—x?  en oubliant le facteur 2 de la dérivée de
r — 21 .

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour I'existence de & , 0,5 point pour la régularité, 0,5 point pour ~ F/
; b) 1 point; c) 1,5 point : 0,5 point pour le DL de {F justifié, 1 point pour le DL de F' ; d) 1 point: 0,5
point pour la tangente, 0,5 point pour la position ; e) 1 point : 0,5 point pour I'encadrement, 0,5 point pour
la limite.

Exercice 2 : Equation différentielle et intégration par parties (6

points)

Sur I, = ?é (0 , donc I'équation homogéne équivaut a yl — % y = 0.lafonction 5 _51—]:
est continue sur I, de primitive —|n x . Les solutions homogeénes sont donc les fonctions

r — Aelnz =} x,avec X € R.



Onpose wu(t) = Int et w(t) = £.Ces fonctions sont de classe (71 sur [1, ] (ou
[:1:, ]). Par intégration par parties :

/1ntdt=[tlnt]f—/tx%dt=$1n$—($—1)+
1 1

Ainsi flntcit:;t:ln;t?—;t:—i—l.
1

On cherche les solutions sous la forme y(z) = A{z) , avec A dérivable sur I . Alors

y/(z) = X () x + Ax) , donc:

zy'(z) —ylz) = M (2) 22 + AMz)z — Mz)z = X (z) 2.

Par conséquent, ¥ estsolutionde (E) sietseulementsi A'(z) = Inz sur I.D'apresla
question b, cela équivauta Alx) = zlnx —x + C ,avec C réel.

Les solutions de () sur I sontles fonctions = — z2lnx — 22 4+ C x, avec
CeR.

ona g{I) =0—-14C = 0,donc € = 1.L'unicité découle du théoréme de Cauchy-
Lipschitz linéaire sur I . Ainsi g(x) = z%lnz —z? + = .
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La fonction g estdeclasse ¢72 sur F.On calcule ses dérivées :

g/lz) =2zlnz 4z -2x+1=2zlnzx -z +1,donc ¢/(1) =0 ;
g'(r) =2lnx4+2-1=2Inz +1,donc g/(l) =1;

gl (z) = 2 donc g/l'(1) = 2.

D'aprés la formule de Taylor-Young, avec = =14+ h :

g(14h) = 04+ 0x h 4+ 3h% + 2n% + o(R3).

2 3
Donc g(l—i—h} = % + % + @{hB}.

Vérification par produit : £2 = 1 + 2k + he et ln{l—I—h} = h — h; + %3 + o{hB} . Donc
zinxr = h + %hg + %hg + o{hgj .Deplus, —z2 4 ¢ = —h — h2.Lasomme donne
2 3
bien 2= B 4 o(R3).

Ainsi g(l—I—h} .y % , qui est positif pour f ?é 0. La fonction 9 admet en 1 un minimum

local strict, égal a 0, avec une tangente horizontale. On retrouve g-’{l} = 0 directement
dans I'équation : 1 x g/(1) — g(1) = 0.

Baréme : a) 1 point; b) 1 point : 0,5 point pour le choix de u et %, 0,5 point pour le résultat ; c) 1,5
point : 0,5 point pour la forme cherchée, 0,5 point pour }L*’ , 0,5 point pour la conclusion ; d) 0,5 point ; €)
2 points : 1 point pour le DL, 0,5 point pour la justification (Taylor-Young ou produit), 0,5 point pour



I'interprétation.

Exercice 3 : Probleme : une suite d'intégrales issue d'une

équation différentielle (8 points)

Partie A : I'équation différentielle

a.
L'équation (F,) est linéaire du premier ordre, & coefficients continus sur R . D'aprés le
théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, elle admet une unique solution ¥, telle que
Les solutions homogénes sontles £ — A ¢~ % . On pose donc y{:t:} = }l{:t:} e~ % . Alors

yl 4y = }l’{ﬁ} e~ T . Ainsi ¥ est solution si et seulement si }l’{a:} = z"el.
La fonction ¢ —s ™ et est continue. Par le théoréme fondamental de I'analyse,
x
Alr) = ftn et dt + K . La condition y(0) = 0 impose K = 0 .Donc
0 xI
Yy, (@ = E_‘Tf t" et dt.
0
b.

On intégre par parties avec u(t) = t et w(t) = e', declasse (1 :

x
X

tel dt = |t et el dt = x e —e® 4+ 1.
0

0
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Donc ¥(x) = £ —1+e™%, vérification : yi(a:} =1-e"% donc

v (@) +v,&) = = .Deplus, ;) =0-14+1=0,

I

En0, t"et = " +o(t"). Lafonction F:x — f t" et dt est la primitive de
]

t — t™ et nulle en 0. Par intégration des développements limités,

B(z) = i"’f: +o(znH).

o+l
n+1

Ensuite, e—% tend vers 1 en 0. Donc yﬂ{a:} = e~ T #(z) ~ #(z). Ainsi yn{;p) o

quand T tend vers 0.Pour n = 1,onretrouve x —1 4% = % +o(z2) .

Partie B : la suite des valeurs en 1

d.
1 1

Dabord, J,, = .g—lf " et dt = fﬁ” et—1 4t , par linéarité.

0 0

Ensuite, pour £ € [0,1],ona t—1 < 0,donc 0 < et—1 < 1. Ainsi

0 < " et—1 < ¢™ . Par positivité de I'intégrale :

nap— L.
0<J, < [ thdt =L



D'aprés le théoréeme d'encadrement, {J, ) converge vers 0.

Onintégre Jp+1 parpartiesavec wu(t) = t"t1l et w(t) = et—1, declasse 1 sur
[0,1] :

1
Jpt1 = [t”+1et_1]é — (n+1)/ t"et-1dt =1 —(n+1)J,.
0

Donc (n+1)J, + 41 = 1 pour tout entier naturel 7.
D'aprés la question e, l:ﬂ—l—l] Jn=1—Jp11.0r Jn41 tendvers 0 d'aprés la question d.
Donc (n—+1) J, tend vers 1.

Ensuite, nJ, = ni—l—l X (n41) J,, et ni—l—l tend vers 1. Par produit, 7 J, tend vers 1.
Ainsi N %

o . o 1 1
D'aprés la question f appliquée au rang 71, Y P ™ W Donc

Jnt+1 = 5 —I-O(%)-

- 1 1.
Ensuite, avec le DL de Trp ©n Opour p =z :
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1 _ 1 1

|
=]
—
|_'|.
I
=] o
_|_
-
N
=] o
e’
—

Sl=

1_jn+1

Enfin, la relation de la question e donne Iy = . Par produit :

Jo=51-b+o@)1-3+0(4)=31-2+0(}))

n

s 12
Jonp = 0,0043851, contre 200 — 40 0og = 0,00495.

Ainsi J, = % — % + O(L) . Par exemple, pour n = 200, on trouve numériquement

‘ ——
0,4 - ! Ln
e 1\ —— 1/n-2/n?
\ o i
0,3 1
0,2 1
0,11
0
-0,1

Erreur fréquente : écrire J,, rv % — % Un équivalent ne garde qu'un terme : il faut un petit o pour

écrire un développement asymptotique.



Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour I'existence et I'unicité, 1 point pour la variation de la constante ; b) 1
point : 0,5 point pour l'intégration par parties, 0,5 point pour Y1 et la vérification ; ¢) 1 point ; d) 1 point :
0,5 point pour I'encadrement, 0,5 point pour la limite ; e) 1 point; f) 1 point; g) 1,5 point : 0,5 point pour

Jn41, 0,5 point pour le DL de n%—l , 0,5 point pour le produit.

Revenir a I'énoncé du controdle

Apres le corrigé du controle : intégrales, équations différentielles
et DL

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Intégration sur un segment » en L1 et «
Equations différentielles » en L1 et « Développements limités » en L1 puis entrainez-vous avec les
exercices corrigés intégration sur un segment, équations différentielles, développements limités.

Retrouvez tous les contréles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L1 sur ce theme

e Controle de maths L1 : intégrale de Riemann, primitives et IPP
e Controle de maths L1 : équations différentielles d'ordre 1 et 2
e Controle de maths L1 : formules de Taylor et développements limités
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