Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : intégrale de
Riemann, primitives et IPP

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : positivité et inégalité de la moyenne 3 points
Exercice 2 : Sommes de Riemann 4 points
Exercice 3 : Intégration par parties et changement de variable 5 points
Exercice 4 : Probleme : les intégrales de Wallis 8 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : positivité et inégalité de la

moyenne (3 points)

a. Inégalité de la moyenne. Si ™ et AJ sontdesréelstelsque m < f{z) < M pour tout
z € [a,b], alors

b
m(b—a)< [ flz)de < M (b — a).
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b
En particulier f f{a:‘:l dr| < ,:b — ,1:, FUIE;’] |f|

b. Raisonnons par I'absurde : supposons qu'il existe Iy = [rl, b] tel que fl::J:D:I > (. posons

f'iﬂ?n:'
£ =

flz) =2 flzy) —€ = € pourtout = € [a,b] vérifiant |z — 24| < & L'ensemble de ces
z estunsegment [c,d] contenant Z(,avec ¢ < d puisque @ <b .

~ () - Par continuité de fen Tp,ilexiste § =0 tel que

Par la relation de Chasles et la positivité de I'intégrale (car f = 0), puis par I'inégalité de la
moyenne :

fle)de > | f(z)de > e (d—c)>0,

ce qui contredit I'nypothése. Donc  f est nulle sur [a, b].

Baréeme : a) 1 point; b) 2 points (0,5 pour le raisonnement par I'absurde, 0,75 pour I'usage de la
continuité, 0,75 pour la minoration par Chasles et positivité).

Exercice 2 : Sommes de Riemann (4 points)

IPYE A .
a. Pour 1 <k <n, ﬂgikZZ%XW:ﬁ (ﬁ).AlnSI 5, estlasomme de
Riemannde f sur [0,1] associée & la subdivision réguliere de pas % avec les extrémites

droites. La fonction [ est continue sur [0, 1], donc

1

3

+ _ _dxr  _ 1 _ m.
ngn}rm S, = T4+ 22 = larctan :1;']0 =
0



Lasuite (S,) convergevers 7.

b. La fonction f est décroissante sur [0,1].Pour sz ¢ [%: %] , on a donc

f(%) < f{;@ < f(%) En intégrant sur cet intervalle de longueur % puis en sommant

pour %k dela 7 (relation de Chasles) :

1

n—1
Sp< [ @az <hS #(8) =5, 4705
) =0

Comme  f(0) — f(1) = 1—% = % ,on obtient 5, < "'_&—T <S5, +ﬁ . Sur la figure, les

rectangles sont bien sous la courbe.

n n
c. De méme, Up = %Z 1_,_1;“.!;% = %Z Q’(%) avec g(x) = 141_$,continue sur [0,1].
k=1 k=1

Par le théoréme sur les sommes de Riemann :

1

. . dr _ 1 _
nl_%n}rmun— 1+$—{1n(1+$)}0—1n2+

La suite {u,) converge vers In 2.

Erreur fréquente : oublier de factoriser par 2 au dénominateur, ou oublier de citer la continuité de la
fonction sur [0, 1].

Baréeme : a) 1,5 point (0,75 pour I'écriture en somme de Riemann, 0,75 pour la limite) ; b) 1 point; c) 1,5
point (0,75 pour la reconnaissance, 0,75 pour la limite).
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- ice 3 : Inté £ ti t cl t d bl
(5 points)

a. On intégre par parties avec u{x) = = et v(x) = e* ,declasse 1 sur [0,1] :

1
NA ]' X
I=lee®lj— [ efdo=e—(e—1)=1
0
=1
. . 72
b. On intégre par parties avec u(z) = In = et u(z) = T, declasse ¢l sur [1¢e], et

uw/(x) = ;1—1; ;

e
€
_ [« rgp o[22 _e2_e? 1
J—[ﬂ”]l—/zd“‘f—z—[ax]l—2—4+4
1

c. Lafonction :t — t2 estdeclasse (1 sur [0,1],avec @({0) = 0, (L) =1 et

. 1 .
@/(t) = 2t.lafonction z — Tz ©st continue sur [0,1], et 42 — ¢ pour t > 0.

Le théoreme de changement de variable donne

K = | p2 dt = 2f(1—ﬁ)dt = 2t —In(1 + 1) .
0 0

1et

K = 2 —32ln 2 (environ 0,61, valeur cohérente puisque I'intégrande est compris entre G

1).

r+3 o E
1)[51:+2j_a:+1+:r+2'En

— 2 .En multipliant par x + 2

d.Ona z243x+2 = (z + 1){z + 2} . On cherche =

+
multipliant par & + 1 puisenprenant =z = —1: @ = %



puisenprenant £ = -2 : § = Ll = —1 .Donc

1
2 1 1
L:f($+1—x+2)d:c=[21n(£+1)—1n(a¢+2)]0=21n2_1n3+]n2'
0

L=3n2-In3

Il

—_—

=
L2100

Bareme : a) 1 point; b) 1,5 point (0,5 pour le choix de u et v, 1 pour le calcul) ; ¢) 1,5 point (0,5 pour les
hypothéses et le changement, 1 pour le calcul) ; d) 1 point (0,5 pour la décomposition, 0,5 pour
l'intégrale).

Exercice 4 : Probleme : les intégrales de Wallis (8 points)

a. WD:fdt:B_"et W1=[—cosi]gﬁ:[}—|—1:1. W[j:%et Wi =1,

b. Lafonction # _y gipn'* ¢ est continue et positive sur [D, E—T] , et elle n'est pas nulle (elle vaut 1 en

E—T). D'aprés I'exercice 1, son intégrale est strictement positive: W, =0,

Pour % £ [D, %] 0 <sint <1,donc sin?tl ¢ < sin™ # . Par croissance de l'intégrale,
Wnt1 € W, Lasuite (W) est positive et décroissante.
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. On écrit Woin = f sin™ 11 ¢ % gin # ¢ eton intégre par parties avec

0
ult) = gin®t1 ¢ et u(t) = —cost,declasse ¢1, u/(t) = (n+ljcost sin’ f
/2

Whio = [—cos t sin?T! t]gm + (n + 1)/ cos?tsin’ t dt.
0

Le crochet est nul (car cos% =0et sin0 = 0)Avec cgs2¢ — | — sin? ¢ etlalinéarité :
Wpio=(n+ 1)(Wn — Wn+g), donc (n +2)Wypio=(n+1)W,.

La relation de récurrence est démontrée.

d. Notons P{p) la formule annoncée. Pour p = 0, % x 5§ =5 = Wy Supposons
P(p) vraie. D'aprésc)avec 1 = 2p :
+ _ @2p+2)(2p+1) (@) (2p+2)!

2p +1
Waopto = o2p + 2 Wap =

s
o T
(2p+2)? 22P(pN)? 7 2 T 4(p+1)?2%P(pn? T 2



Comme 4 (p+1)? gﬁp(pl}ﬁ 22P+2({p_|_1) ) , P(p+1) est vraie. Par récurrence,

1
Wiy = gﬁgﬂgﬂljg X = pour tout DI.Controle: Wqo = %x % = E en accord avec
1
Wo =35Wy

e. Posons Uy = (n + 1) W41 W, . Avec c) appliquée aurang 7 :

Vo1 =+ 2) Wy oWhpr=(n+ )W, Wyyr = vy

. Pour tout 1,

B3

La suite est constante, égalea vy = W1 Wy =
M+ D) Wap W, =7.

f. Par décroissance et positivité, W13 < Wyl < W, Endivisantpar W, >0 etavec

c):

II
3
IA
=
g

n+1
n + 2

Par le théoréme des gendarmes, F;H — 1, cest-a-dire W1 ~ W, . Alors, d'aprés e),
n

W NW Wn+l_2(ﬂ—|—l)wﬁ+

N . / 7 . i
Comme W, =0, on peut passer a la racine carrée dans I'équivalent : W, ~ ”E'

Erreur fréquente : déduire W11 ~ W, dela seule décroissance ; il faut I'encadrement obtenu

grace a la relation de récurrence.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1 point (0,5 pour la positivité stricte, 0,5 pour la décroissance) ; ¢) 2 points (1
pour l'intégration par parties, 1 pour la relation) ; d) 1,5 point (0,5 pour l'initialisation, 1 pour I'hérédité) ; e)
1,5 point ; f) 1,5 point (0,75 pour la limite du quotient, 0,75 pour I'équivalent).
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Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du contréle : intégrale de Riemann, primitives et
IPP

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Intégration sur un segment » en L1 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés intégration sur un segment.

Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L1 sur ce theme

e Contréle de maths L1 : intégrales, équations différentielles et DL
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