Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : géométrie du plan
et de l'espace, distances

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : distances a un plan et a une droite 3 points
Exercice 2 : Un plan, une droite d'intersection et une distance 5 points
Exercice 3 : Produit mixte et volume d'un tétraédre 4 points
Exercice 4 : Probleme : distance a une droite et sphere tangente 8 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : distances a un plan et a une

droite (3 points)

Le vecteur 7 = (r;r,, b, .::} estnormala P .Soit H le projeté orthogonal de My sur P .
Pour tout point IV de P, letriangle M gHIN estrectangle en H . D'aprés le théoréme de
Pythagore, MgN? = MgH? 4+ HN? > MgH? .Donc d(Mgy, P) = MoH.

Ensuite, soit A{:EA, Y4 EA:I un pointde P ;alors &I 4 + b Yy teCzy = —d . D'une
part :
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AMo-Ad=aleg—o ) +byy—y,) telzg—zy)=arg+by;+czy+d

D'autre part, AME — AI‘E —I—HME'aVeC AH -7 = 0-Deplus, F My est

colinéaire & . Donc |AMD-ﬁ|= |HMU-ﬁ| MoH x |l

la xg + b yy+ ¢ zg +d

Al (Mo P) = e

Soit H le projeté orthogonal de A4 sur A . Comme au a, CE{M, d} = MH | Ensuite,

AM = AR + HM et AH\: AT — 0 carces vecteurs sont colinéaires. Donc
— 5 2
AM Ada = HM Aa

Or HME est orthogonal & 7. Par conséquent, HME AT = HM x || - Ainsi

|aziazal
d(M, 4) = )

Baréme : a) 2 points : 0,5 point pour la distance égale & M nH , 1 point pour le calcul du produit
scalaire, 0,5 point pour la conclusion ; b) 1 point : 0,5 point pour I'élimination de A HE , 0,5 point pour la
norme.

Exercice 2 : Un plan, une droite d'intersection et une distance

(5 points)

Ona AP — (1,1, -1) et T (—1,2, —1) - Si ces vecteurs étaient colinéaires, la



premiere coordonnée donnerait Af_’f* — —AB> , ce que la deuxiéme contredit ( 2 ?é —1). bonc
A, B, C nesontpas alignés et définissent un plan.

Une représentation paramétriquede P est: r =1+s—¢%, v = s+ 2t,
z=2-s5—t,avec (5,t) € R2,

On calcule coordonnée par coordonnée :

ABAAC = (1x (=1) = (=1)x 2, (=1) x (=1) =1 x (=1), 1 x 2 — 1 x (=1)) = (1, 2, 3).

Ce vecteur est orthogonal a ABE et a ﬁ donc normala P . Une équation est donc
r+2y+3z =d.lepoint 4 donne d =1+0+6=7.

Ainsi P:x + 2y + 3z = 7. Vérification:pour B, 24+2+3 =7 ;pour ',
04+443=7.

Les vecteurs normaux  7p = (1,2,3) et g = (1,1, —1) ne sont pas colinéaires. Le
systeme formé par les deux équations est donc de rang 2 : les plans sont sécants selon une droite.
On résout :

r+2y+32=7
r+y—z=-—1

Par différence, ¥ + 4z = 8,donc v = 8 — 4z Ensuite, + = —-1—-y+z = —-5945z.
En prenant 2 comme paramétre :
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Arx = -945t yv=8-4% z=1%,avec t £ .

Un vecteur directeur est (5, —4, 1}. Or
ApARQ = (2x (=) —=3x1, 3x1—-1x(-1), 1x1-2x1) = (=54, -1).Ces
deux vecteurs sont bien colinéaires. On remarque aussi que 4 appartienta A (pour t = 2

).

D'apres la formule de I'exercice 1 :

2+ 2x(-)+3x0-7 7
d(D, P) = JVI+4+9 — /14

<[

Donc d(D,P) = % =

Erreur fréquente : oublier le terme constant —7 dans la formule de distance. Il faut écrire I'équation
sous laforme ax +by +cz+d =10.

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour le non-alignement, 0,5 point pour le paramétrage ; b) 1,5 point : 1

point pour le produit vectoriel, 0,5 point pour I'équation ; ¢) 1,5 point : 0,5 point pour la justification du
rang, 0,5 point pour la résolution, 0,5 point pour la vérification de la direction ; d) 1 point.

Exercice 3 : Produit mixte et volume d'un tétraedre (4 points)




Ona AD — (1, —1, —2) - D'apres I'exercice 2, AP A AC — (1,2,3)- Donc:

[AE, AC,AD] = (ABEANAC)-AD=1-2-6=—T.

Le produit mixte vaut —7 . Son signe négatif indique que la base (AﬁJ A{%*, AI}}) est
indirecte.

b.
Le volume du tétraédre vaut 7} — _T?' — 'BE unités de volume.
C.
—s —>
L'aire du triangle A BC vaut % AB A Aﬂ'| = %\!1 + 4 +3.Donc l'airede 4AEBC
vaut % unités d'aire.
d.

La hauteur issue de I estla distance h de D auplan (ABC). Ainsi g — %x % < b,

_ 7.2 _ 1 _ 7 _ /14
donc _Ex@_@.Onretmuve d(D,'P)_ﬁ,ﬁ_ 5

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour AD; , 1 point pour le produit mixte ; b) 0,5 point; ¢) 1 point; d) 1
point : 0,5 point pour I'équation, 0,5 point pour la hauteur.
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Exercice 4 : Probleme : distance a une droite et sphere
tangente (8 points)

Partie A : distance d'un point a une droite

Ona EM = (3,0,3) et w = (1,2,2). Donc:

—

EMAT=(0x2-3%x2 3x1-3x2 3x2-0x1)=/(-6,

Sanormevaut 36 +9 + 36 = 9,et || = V1 +4 +4 = 3.Donc
9
d(Mj,{;}:EZ .

—3,6).

Lepoint H = F + ¢ 1 est le projeté orthogonal de [ si et seulement si HME =0
. Cela donne EM; B = ¢ [@2 - or EME @ =34046=9.,donc t =1.Ainsi

FH(2,3,9).

Vérification: pJH —= (_g! 2, _1:,,et MHE ‘W = —24+4 -9 =0 Deplus,
MH =4 +4+1 = 3.0nretrouve bien MH = 3.

Partie B : une spheéere tangente au plan




Une sphére de centre {3} esttangentea 7 sietseulementsisonrayon ¥ vaut d(ﬂ‘, 'P:l . Or
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Le point ' estle projeté orthogonal de {2 sur P .Oncherchedonc T = 2 + k 7, avec
A = (1,2,3).Onécritque T € P

(I4+k)+2(2+2k)+3(3+3k) =7 14+4+14k =7 o k = -1

Donc T(%: 1, %) . Vérification : %4- 2 —|-% = T .Deplus, 27T = %\#ﬁ =r.
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La droite £ coupe & sietseulementsi d{f2, £) < r.Ona ED — (0,1,3) . puis:

FEOAND =(1x2-3%x2,3x1—-0x2 0x2—-1x1)=(-4,3 —1).

Donc d(n, f,) = —"W = % . Ensuite, on compare les carrés, qui sont positifs :

26 .27 _ o, .7
g <g =3<3-



Ainsi d{f2, L) <r :ladroite L coupelasphére S en deux points distincts.

Erreur fréquente : comparer d{ﬂ, E:l au diametre au lieu du rayon.

Bareme : a) 1,5 point : 1 point pour le produit vectoriel, 0,5 point pour la distance ; b) 1,5 point : 1 point

pour ¥, 0,5 point pour la vérification ; ¢) 1,5 point : 0,5 point pour la condition de tangence, 0,5 point

pour le rayon, 0,5 point pour I'équation ; d) 1,5 point : 0,5 point pour la méthode, 1 point pour T ;e)2
points : 1 point pour la distance, 0,5 point pour la comparaison, 0,5 point pour la conclusion.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : géométrie du plan et de I'espace,

distances

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Géométrie du plan et de I'espace » en L1
puis entrainez-vous avec les exercices corrigés géométrie du plan et de I'espace.

Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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