Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : déterminants,
Cramer et Vandermonde

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : déterminant et inversibilité 3 points
Exercice 2 : Signature d'une permutation 3 points
Exercice 3 : Calculs de déterminants 4 points
Exercice 4 : Systeme de Cramer et comatrice 4 points
Exercice 5 : Probleme : déterminant tridiagonal et Vandermonde 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : déterminant et inversibilité (3

points)

a. Caractérisation. Une matrice A € M, (K] estinversible si et seulementsi det A ?é 0.

b. Supposons A inversible. Alors A A—1 = n » €t la multiplicativité du déterminant donne

det(A) det(A~ 1) = det(/,) = 1.

Le produit de deux scalaires vaut 1, donc aucun des deux n'est nul. Ainsi det A ?é 0 et

. |
det(A™%) = 357 -
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c. Supposons A non inversible, et notons 1, ..., Ty sescolonnes. La matrice n'est pas
inversible, donc son rang est strictement inférieur a 1 et la famille I:Cl, - Cn:l est liée. L'une

. . o C,; = ApC
des colonnes, disons €' 5, est donc combinaison linéaire des autres : 7 I-;; R par
3

linéarité du déterminant par rapport a la 7 -iéme colonne :
det A = Z A det(Cq, .., Cj-1,Cy, Cji+1,...,Cp).
k 5& 3

Chaque déterminant de cette somme posséde deux colonnes égales (en positions 7 et k). Il est
donc nul, car le déterminant est alterné. Par conséquent det 4 = (. Par contraposée, on
obtient le sens réciproque de la caractérisation.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1 point : 0,5 pour I'argument, 0,5 pour la formule de l'inverse ; ¢) 1,5 point : 0,5
pour la famille liée, 0,5 pour la linéarité, 0,5 pour le caractére alterné.

Exercice 2 : Signature d'une permutation (3 points)

a. Onsuit les orbites. Partantde 1 : 1 —+ 4 — 3 — 1.Partantde 2: 2 =46 = 5 — 2.
Tous les éléments sont atteints. Donc ¢ = {1 4 3)(2 6 5), produit de deux 3 -cycles a
supports disjoints.

b. Pourun 3-cycle, (@ & ¢) = (a b)(b ¢), la composition se lisant de droite & gauche. En effet,
(b ¢) fixe a,puis (@ &) I'envoiesur b ; b estenvoyésur c¢,que (a b) fixe;enfin ¢
estenvoyésur b,puissur a.Ainsi o = (1 4){4 3)(2 6)(6 5).

¢. La signature est un morphisme de groupes et vaut —1 sur toute transposition. Donc
elo) = (—1)4 — 1. Contréle par les inversions : la liste des images est (4,6,1,3,2,5) . Le
4 estsuivide 1,3,2, plus petits: 3 inversions. Le & estsuivide 1,3,2,5 : 4 inversions.
Ensuite, le 1 n'en donne aucune, le 3 endonne une (avec 2 )etle 2 aucune. On trouve au
total 3 +4 + 1 = & inversions, nombre pair. Donc E{J} = 1 : ¢ est une permutation
paire.

Baréme : a) 1 point; b) 1 point : 0,5 pour la décomposition, 0,5 pour la justification ; ¢) 1 point: 0,5 pour la
signature, 0,5 pour le contréle par les inversions.



Exercice 3 : Calculs de déterminants (4 points)

a. On développe selon la premiere ligne :

D1 = 2|[\aay?] +3

2&1 3&1°
Ainsi 'y = -10 45415 .ponc D'y = 10,

l& 1| Z o1 _ay_(1_
Naay?lg'p 7| = 2(=1—-4) = (1 -6) +3(2 +3).

b. L'opération C'1 +— C'1 4+ C'5 + C'3 ne change pas le déterminant, et donne une premiére
colonne égale & (m + 2, m + 2, m + 2) . Par linéarité selon cette colonne :

I 1 1
det M(m)=(m+2)|1 m 1

1 1 m

Ensuite, Lip +— Ln — Ly et Lg +— L3 — L7 rendent la matrice triangulaire :
1 1 1
detM(m):(m+2)‘8 mo—l 0 ‘

m — 1

= (m+2)(m —1)%
La matrice M (m) est inversible si et seulementsi m £ 1 et m £ —2.

C. Le déterminant est 3 -linéaire, donc multiplier les trois colonnes par 2 multiplie le déterminant
par 23 : det(24) = 8 x 3 = 24 . D'aprés I'exercice 1, det(A~1) = % . Enfin, avec
det(AT) = det A etlamultiplicativité, det{AT A42) = 3x 32 = 27.

Erreur fréquente : écrire det(24) = 2det A . Le facteur 2 sort une fois par colonne, soit 9™ en
taille .

Baréme : a) 1 point ; b) 1,5 point : 1 point pour le calcul par opérations, 0,5 pour la condition d'inversibilité
; ¢) 1,5 point : 0,5 par déterminant.

Exercice 4 : Systeme de Cramer et comatrice (4 points)

a. En développant selon la premiere ligne,
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det A=1(1x2—-1x0)—=2(0x2—-1x1)+1(0x0—-1x1)=2+2—-1=3.

Comme det A = 3+£ 0, lesystétme (S) estun systeme de Cramer : il admet une

unique solution.

b. D'apres les formules de Cramer, chaque inconnue est le quotient par det A du déterminant
obtenu en remplacgant la colonne correspondante par B :

=8(2-0)—2(10-7)+1(0-7)=16—-6 -7 = 3,
=1(10-7)—8(0—1)+1(0-5)=3+8—5 =6,

=1(7-0)—2(0-5)+80—-1)=74+10-8=09.

== =)= ~J00
Oy 1T O
~JC0 DNA—— N

Donc ,1::%:1, y:gzget g:%:S.Vériﬁcation: 1+44+3 =8,
2+3=05cet 146 =7T.Lunique solutionest (r,v,z) = (1,2,3).

\

c. Les cofacteurs sont C35 = —I}H_fl1 ™. ol M5 est le mineur obtenu en supprimant la

ligne 7 etlacolonne 7.Parexemple, Ci11 =2, Cig=—-0-1) =1et
Cy1 = —(4 —0) = —4. On obtient :

2 1 =1

2 -4 1
Com(A4) = —4 9 AT = ﬁ(}om(}i)—r = ( 1 J —1)‘

1 -1 1 -1 2 1
Vérification : la premiére ligne de A , soit (1,2, 1), donne avec les colonnes de  Com(d) "
lesproduits 2 +2—-1=3, 44242 =0et 1—-—2+41 = 0.Lesautres lignes se
vérifient de méme. Ainsi A Gom{AjT = 3 7Ij3.

Caol—

d. On calcule
B 16 — 20+ 7 3 1
At'B=3 "8+~-7 =38 )=|2
—8 +104+7 9 3

On retrouve (z,v, z) = (1,2,3).

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,5 par inconnue ; ¢) 1,5 point : 1 point pour la comatrice, 0,5 pour
I'inverse ; d) 0,5 point.



Exercice 5 : Probleme : déterminant tridiagonal et

Vandermonde (6 points)

Partie A : le déterminant tridiagonal

a. Soit n > 3.Lapremierelignede A, est (5,2,0,...,0).Endéveloppant selon cette ligne :
A, =54, 1—-20d, 4,

ol &,_1 estlemineur obtenu en supprimant la ligne 1 etla colonne 2.lesigne — vient

du facteur {-1)1"'2 . La premiére colonne de ce mineur est (2, 0,. .., 0}, et en supprimant sa

premiére ligne et sa premiére colonne on retrouve A, 5 . En développant selon cette colonne,
§p1=2A4,_5.Donc A, =54, 1 —-4A, 5 pourtout n > 3.

b.Ona A1 =5 et Ay =5x5-2x2 = 21, La suite vérifie une récurrence linéaire d'ordre
2, d'équation caractéristique r2 — 5+ + 4 — (0, dont les racines sont 1 et 4. Il existe
doncdesréels et [ telsque A, = a 4" 4+ 5 pourtout 7 > 1. Les conditions
doc + 5 =5 et 16 + 5 = 21 donnent 12¢¢ = 16, soit a = %,puis

_e B 1 g 4ntl 1
JB_E;—E_—S.Amﬂ ﬁn:T

A3 =5x2l—4x5 = 85, et 443—1:%235.

pour tout 1 > 1. Contréle:

Partie B : le déterminant de Vandermonde

c. Les opérations L +— Ly — Ly et L3 + L3 — L ne changent pas le déterminant :

1 a a2
V(aﬁbzc): 0 b—a 3}2—(12
0 c—a c2— g2
En développant selon la premiere colonne, puis en factorisant b — g et ¢ —a :

V(a,b,c):(b—a)(c—a)H b-l:a c_l_a‘:(b—a)(c—a)((c+a)—(b+a)).

Donc Via,b,c) = (b—a)lc —a)lc —b).

d. Les conditions s'écrivent w + v 4w =2, u+2v+4w =3 et u+3v+S%w =20,
La matrice de ce systéme est cellede V{1, 2,3) , et
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V(1,2,3) = (2-1(3 - 1)(3 —2) = 25 0. C'est donc un systéme de Cramer : il
existe un unique polynome P qui convient. Pour le trouver, on soustrait les équations deux a
deux: v+ 3w =1let w+5w=23.0nentire 2w = 2,donc w = 1,puis v = —2
et u=2+2-1=3. Veérification: P(l) =2, P(2)=4—-4+3 =3et

P(3)=9-6+3=6.Donc P=X2_2X +3.

—-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 pour le développement, 0,5 pour le mineur, 0,5 pour le signe et la conclusion ;
b) 1,5 point : 0,5 pour les valeurs initiales, 0,5 pour I'équation caractéristique, 0,5 pour la formule ; ¢) 1,5
point : 0,5 pour les opérations, 1 point pour la factorisation ; d) 1,5 point : 0,5 pour I'unicité via
Vandermonde, 1 point pour le calcul de P .

Revenir a I'énoncé du controle


https://mathovore.fr/controle-maths-l1-determinants-cramer-vandermonde

Apres le corrigé du controle : déterminants, Cramer et
Vandermonde

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Déterminants » en L1 puis entrainez-vous
avec les exercices corrigés déterminants.

Retrouvez tous les contréles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrdles de maths du CP au post-bac.
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