Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : complexes,
racines n-iemes et trigonométrie

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : racines n-iemes de l'unité 4 points
Exercice 2 : Formules de Moivre et d'Euler 5 points
Exercice 3 : Equations dans C 5 points
Exercice 4 : Probleme : pentagone régulier et cosinus de 2pi sur 5 6 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : racines n-iemes de |'unité (4

points)

a. Soit z € Uy, . Alors z ?é 0,etonécrit » — retf avec >0 et 8 € R. L'égalité
z™ =1 s'écrit ym gtnf — 1.0 Par unicité de la forme exponentielle, +™ = 1, donc

r =1 car v >0.Deplus, nd £ 2 :ilexiste m € £ telque 3:%”%.

Par division euclidienne, m = gn + k& avec 0 < k < n—1.Alors

E_Eémfrfn _ Eﬁégweﬁékm’n _ Eﬁékm’n . Réciproquement, (Eﬁékﬂfn)n — p2ikm — 1
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2A1—K)r

Enfin,si 0 < k <{ < mn—1, les arguments %Tﬂ et MTTT différent de € ]D, EW['

qui n'est pas multiple de 27 . Donc U, contient exactement les 7 nombres distincts
Eg'ik"ﬂ'l,-'rﬂ, 0< k <n-1.

. Posons w; = e 21/ |as dléments de L, sontles w%" .Comme n = 2, o, ?‘é 1,etla

somme géométrique donne

La somme des racines n-iemes de l'unité est nulle.

.Ona |z + gf|3 = (z + z?(f + F) — |2;|2 + |2;»’|2 + QRE(Q:?) .or Re(w) < |w| pour

tout complexe 1, et |zz/| — 2| |27 -

Donc |z + Z/|* < (|z| + |z*’|)2 . Les deux membres étant positifs, |z + z/| < |z| + |#/].

Baréeme : a) 0,5 point pour le module, 0,5 point pour I'argument, 0,5 point pour la réduction a k entre 0 et
n-1, 0,5 point pour le caractere distinct ; b) 0,5 point pour la raison différente de 1, 0,5 point pour le calcul
; ¢) 0,5 point pour le développement, 0,5 point pour la majoration.

Exercice 2 : Formules de Moivre et d'Euler (5 points)

R ir —ir A
a. D'apres la formule d'Euler, cpa r = % . Par la formule du binéme :



31z LT —1% —%1x 2cos(3z) 4+ 6cos x
3 .. _ 9% + 3e'T + 3e +e _ )
COos~Y & = 8 = q

Donc cosd ¢ — %COS{B:@ + %cos T.

. D'apres la formule de Moivre, CDSI:3:E} = Re((cog « + z5in $j3). En développant, la partie

réelle vaut cos3 £ — 3cos sin? ¢ - Ensuite, on remplace  gip? ¢ par 1 — cos? ¢ .

On obtient cos(3z) = 4cos? x — 3cos T, ce qui est cohérent avec la question a).

.Ona 14 et = Eéﬁ'ﬁ(e—éﬁ'ﬂ 4 Efﬁ'ﬁ) — Zcos% S10/2

Si 8 € ]-m [, alors g € ]—E—T! % , donc cosg = (. L'écriture obtenue est donc une forme

exponentielle. Le module vaut ECOSE et un argument est g .

! _ _
. La somme cherchée est la partie réelle de z e®T comme =z Q 2md | ets ?‘é 1.0n
k=0

factorise alors numérateur et dénominateur par I'angle moitié :

. : .. n+x . (n4+)x
zn: ik 63(ﬂ+1)$ -1 ez(n—l—l)x/? X 235111( 2) ina:/? 5111( 2)
€ = - = - = e — 7
=0 ett —1 et 5/2 2¢sin% sty
. 1
L L cos’s smw
En prenant la partie réelle : E Cos{}ggy} = — .Pour 1 = 1, on retrouve

EINH

2

E=0
bien 1+ cos x .
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Baréme : a) 0,5 point pour Euler, 0,5 point pour le développement, 0,5 point pour le résultat ; b) 0,5 point
pour Moivre, 0,5 point pour le résultat ; ¢) 0,5 point pour la factorisation, 1 point pour le module et
I'argument justifiés ; d) 0,5 point pour la somme géométrique, 0,5 point pour I'angle moitié et le résultat.

Exercice 3 : Equations dans C (5 points)

a. Cherchons w = & + 13 avec o, 5 réelset 2 — —8 — &4 . En identifiant les parties
réelles et imaginaires, puis les modules :

— 2 =-8, 208 = —6, a2+ % =|-8 —6i| = 10.

On en déduit o2 = 1 et }52 — 9.Deplus, @B <0,donc o et [ sontde signes
contraires. Les racines carrées de —8 — 2 sont ] — 33 et —1 - 32. Vérification :
(1-3)2=1-6:6-9=—-8—6i.

b. Le discriminant vaut A — (3—|—@'}2 —4(4 4+ 32) = 8461 —16—122 = —8 — 62 . D'apres
a), & = 1 — 3z Vvérifie 53 A . Les solutions sont donc

Zl=3+3—51_33=2_ij 22=3+3_21+33=1+2,3'

Vérification : %1 + zq = 3 + % et Zyzn =2+ 43 —1 +2 = 4 4 31 . L'ensemble des

solutions est { 1+ 2}

c. Ona g; — 8%™/2 et zg = 9¢%™® est une solution particuliére, car zg — 8¢*™/2 pour



3
zeC, z3= zg équivaut a (zin) = 1, c'est-a-dire ;gin e Uy,

Les solutions sont donc 7, = geé(ﬂfﬂ + %TT»'IB), ked01,2}:

29= 20 = B 4, 2y =250 = B4, 2y = 26372 = 24

Z1=—V3+i Zo=\/§+f

Les trois solutions sont 3 4+ 1, —V3 431 et —2; ; elles forment un triangle
équilatéral inscrit dans le cercle de centre (' et de rayon 2.

Baréme : a) 1 point pour le systéme avec le module, 0,5 point pour les deux racines ; b) 0,5 point pour le
discriminant, 1 point pour les deux solutions ; c) 0,5 point pour la solution particuliére, 0,5 point pour la
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réduction aux racines cubiques de I'unité, 0,5 point pour les formes algébriques, 0,5 point pour le triangle
équilatéral.

Exercice 4 : Probleme : pentagone régulier et cosinus de 2pi
sur 5 (6 points)

a. Lesnombres 1, w,... w% sontlesélémentsde Us.

D'apres la question de cours avec
7. = 5, leur somme est nulle.

b. Comme |w|=1cet (5 =1,0na w4 = w1 = 5. Donc
o =w-+w = 2Rew) Ecos%ﬁ . De méme, ,,3

w2, donc b = 2cos X

? .
Ensuite, 0 +b = w + w? + w3 + w? = —1 d'aprés a). Enfin, en utilisant 5 = 1 :
ab=wdt+wtt w4+’ =wdtwt4wtw?=-1
Ainsi a +b = -1et gbh = —1.
C. Lesréels @ et h ontpoursomme —1 et pourproduit —I1. Ce sont donc les racines de
X2 4+ X —1,cest-adire #ﬁ et _IT_”'{E :
A T T . "
Or & - ]D, 5[ ,donc g = 2;05? = [, et @ estlaracine positive. Donc
2r _ /5—1
(k] 5 —_ 4 .
d. Comme ,, — o2t7/5, l'application z — w z est la rotation de centre (& et d'angle 2

F .



Elle envoie ¢k sur &+l pour 0 < kb < 3,et 4% sur 5 = 1 :elle permute donc les
cing sommets.

De plus, |mk+1 _ mk| = |wk| lw —1| = |w — 1|. Par I'angle moitié,
w—1= EE.TT»'IE(E”»'FE — g_"‘:"'ram) — Eisin% ET‘CTTJIE . Chaque cdté mesure donc Zsin% :

le pentagone est régulier.

e. Le point fixe vérifie zy = (1+1)zg + 2, s0it —2Zy = 2,donc  Zg = 22 . En soustrayant
zg = (I+4)zg+ 24 flz) = (1+2)z + 2, onobtient  f(z) — 22 = (1+2)(z — 22),
avec 1 45 = 3 EWH.

Ainsi | est la similitude directe de centre 2, de rapport /3 et d'angle % Elle
multiplie les distances par /3 . Par conséquent, I'image du pentagone est un pentagone régulier de

centre f(0) = 2 etdecoté 2v2sing.

Bareme : a) 0,5 point ; b) 1 point pour les deux cosinus, 0,5 point pour la somme, 0,5 point pour le produit
; ¢) 0,5 point pour le trinbme, 0,5 point pour ses racines, 0,5 point pour le choix du signe ; d) 0,5 point pour
la rotation, 0,5 point pour la longueur ; e) 0,5 point pour le point fixe et la nature, 0,5 point pour I'image du
pentagone.

Revenir a I'énoncé du contréle

Apres le corrigé du contréle : complexes, racines n-iemes et

trigonomeétrie

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Nombres complexes » en L1 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés nombres complexes.
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Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.

Autres controles de maths de L1 sur ce theme

e Contréle de maths L1 : polyndmes, arithmétique et nombres complexes
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