Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : bijections et
relations d'équivalence

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : composition et injectivité 4 points
Exercice 2 : Images directes et réciproques par la fonction carré 4 points
Exercice 3 : Deux applications de R2 dans R2 5 points
Exercice 4 : Probleme : relation d'équivalence et ordre de divisibilité 7 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : composition et injectivité (4

points)

Ve B
f@)=fa) = r=c

a. Une application f:E — F' estinjective si
VyeF
si ,dx € F, .
y = flz)

;- Elle est surjective

Supposons g © f injective. Soient x, /! € F telsque f{z) = f(xz’).Enappliquant 7,

onobtient g(f(z)) = g(f(=’}), cesta-dire {go fi{x) = (go f){z').Comme gof

estinjective, = x/.Donc [ est injective.
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Supposons maintenant g © f surjective. Soit z € & .llexiste = € F tel que
g(f(z)) = z.Posonsalors vy = f(z) :c'estunélémentde F' quivérifie g(y) = z.

Donc g est surjective.

F =G =R, f(z) = = (linjection canonique) et

b. Prenons F = [0,4oo[ ,
g(y) = y2 . Aors go f estlapplication x — £2 de [0,4oo[ dans R.

Elle estinjective :si x, ! > 0 et 22 = £/2,alors (z—z/)(z+x/) = 0.0rsi
x = x'.Enrevanche,

r 4+ !/ = 0, les deux réels positifs sont nuls ; dans tous les cas,
g(-1) = g(1) =1 avec -1 ?é 1. Ainsi g o f estinjective, mais 7 ne l'est pas.

Baréme : a) 0,5 point pour les définitions, 1 point pour chaque implication ; b) 0,5 point pour le choix des

applications, 0,5 point pour l'injectivité de la composée, 0,5 point pour la non-injectivité de g.

Exercice 2 : Images directes et réciproques par la fonction

carré (4 points)

a. Soit x € [-1,2] . Alors |z| €2 ,donc 0 < x2 < 4 :ainsi f([—1,2]) C [0,4].
Réciproquement, soit v € [0,4] ; leréel = = T appartienta [0,2] C [—1,2] et vérifie

flg) = y .ponc  f([-1,2]) = [0,4].

b. Par définition, = &€ f_l{[1,4]} si et seulementsi 1 < x2 < 4. La fonction racine carrée
étant croissante, cela équivauta 1 < |g| < 2.ponc  F1([1,4]) = [-2,-1] U [1,2] .



c. Un carré est toujours positif, donc aucun réel ne vérifie rd ¢ [—3,—1] . Ainsi

FN(-3-1) = 0.

Ensuite, x2 € [—1,4] équivauta 2 < 4,soit x € [—2,2]. Par le méme raisonnement
quena), f([-2,2]) = [0,4].Donc f( f_l{[—l,-’-l])) = [0,4], qui est strictement inclus
dans [—1,4].
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d. Soit y € u(u_l(B)) Nlexiste = € u—l(B) telque v = ulz) ;or £ € u—Ll(B)
signifie u(x) € B .Donc ¥ € B, d'ou I'inclusion.

Supposons % surjective et soit ¥ € B.llexiste £ € F telque wu{x) = v .Comme

u(z) € B,ona z € u~L(B),pus v = ulx) € u(u_l{B)).ll y a donc égalité
lorsque u est surjective. La question c) montre que l'inclusion peut étre stricte quand % n'est
pas surjective.

Baréme : a) 0,5 point par inclusion ; b) 0,5 point pour I'équivalence avec la valeur absolue, 0,5 point pour
le résultat ; c) 0,5 point pour I'ensemble vide, 0,5 point pour [0,4] et la comparaison ; d) 0,5 point pour
I'inclusion, 0,5 point pour le cas surjectif.

Exercice 3 : Deux applications de R2 dans R2 (5 points)

a. Soit (u,u) € R2.0onrésout @(z,y) = (u,u), clest-d-direle systtme = +y = u et
I — 4 = V. En additionnant puis en soustrayant, on obtient 1 = H_gﬂ et ¥ = ugfu .

Réciproqguement, ce couple vérifie bien les deux équations.

Ainsi, tout (u,u) admet exactement un antécédent. Donc ¢ est bijective et
'u-l-'t-'!
— — 2
P ) = | e
12

b. ona %(1,2) = (3,2 et ¥(2,1) = (3,2),alorsque (1,2) (2,1). Donc 1 n'est pas

injective.

c. Supposons que (z,y) = (5,p) . Alors (X — 2)(X —y) = X2 - sX + p, donc ce
trindme admet les racines réelles & et Y. Par conséquent, son discriminant est positif :
s2—4p > 0.



Réciproquement, supposons 2 —4p > 0 etposons § = \/s2 —4p, © = > '5 5
— 52
y = ‘52 S Alors £ 4y = s et Ty = ‘S’ET‘E = % = p.Donc P(z,y) = (5,p).
Par exemple, (0,1} vérifie 02 —4 = —4 < :il n'a pas d'antécédent. L'application 1f

n'est pas surjective, et son image est {(s,p} € R%:52 > 4p} :

Bareme : a) 1 point pour la résolution du systeme, 0,5 point pour I'unicité et I'existence, 0,5 point pour la
réciproque explicite ; b) 1 point ; c) 0,75 point pour le sens direct, 0,75 point pour la construction de
I'antécédent, 0,5 point pour la non-surjectivité et I'image.

Exercice 4 : Probleme : relation d'équivalence et ordre de

divisibilité (7 points)

Partie A : cercles centrés en l'origine

a. Posons IN(z,y) = 2 + y2, desorte que (z,y) R (z/y') équivaut a
Nlz,y) = N{xz!y'). La relation hérite alors des propriétés de I'égalité des réels. Elle est

réflexive, car N(z,y) = IN(x,y) . Elle est symétrique, car I'égalité I'est. Enfin, elle est transitive
s Nizy) = N(ely') et N(z/y!) = N(2/y"), alors Niz,y) = N(z"y").
Donc R est une relation d'équivalence.

b. Posons 1 = ”“:r:% + y%. La classe de (ﬁg,yg} est I'ensemble des points  (x,y) tels que

2 4+ y? = ri. si {:J:D,y[j:l ?é (0,0}, c'est le cercle de centre (& etderayon r >0 ;
la classe de I'origine est le singleton { (0,0)} .

c. L'application #:Q — [0,4-0o[ est bien définie, car tous les éléments d'une méme classe ont,
par définition, la méme valeur de IV, qui est positive.
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Elle est injective. En effet, soient ¢ et ¢/ deux classes telles que #(C) = {13{{_7’} .
Choisissons (z,y) € C et (! y/) € C'. Aors N(z,y) = N(z/,y’), donc ces points
sont en relation, et leurs classes sont égales: ¢ — 7.

Elle est surjective. En effet, pour £ > 0, la classe du point (%, 0) apourimage %.Donc <
est une bijectionde < sur [0,+oo].

[

Partie B : la divisibilité

d. Réflexivité: @ = 1 x a,donc ala .

Antisymétrie :si a|b et b|a ,ilexiste k k' € N* telsque b = ka et o = kb .
Alors 5 — kji!q, et comme r;&?é 0, ki’ = 1.0r ket L/ sontdes entiers au moins
égauxa 1,donc j — k' —1,puis a==b.

Transitivité :si b = ka et » = k'p,alors ¢ = {kki}a avec k' ¢ N*,donc alc.

La divisibilité est bien une relation d'ordre sur .

e. Onnani 2|3 ni 3|2 .L'ordre n'est donc pas total : il est partiel.

f. Unentier 4 ¢ NT majore A sietseulement s'il est multiplede 2, 3, 4 et 6.llest
alors multiple de 4 etde 3, qui sont premiers entre eux, donc multiple de 12 ;
réciproquement, tout multiple de 12 convient. Les majorants sont les multiples de 12, et le
plus petit d'entre eux est 12, car 12 divise chacun d'eux.

Un plus grand élément de 4 serait un majorant appartenanta A . Or aucun des nombres 2,
3, 4, 6 n'estmultiplede 12Z.Donc 4 n'apas de plus grand élément.



Baréme : a) 0,5 point par propriété ; b) 0,5 point pour le cercle, 0,5 point pour le cas de I'origine ; ¢) 0,5
point pour la bonne définition, 0,5 point pour I'injectivité, 0,5 point pour la surjectivité ; d) 0,5 point par
propriété, I'antisymétrie exigeant I'argument sur k et k prime ; e) 0,5 point ; f) 0,5 point pour les majorants
et 12, 0,5 point pour I'absence de plus grand élément.

Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controéle : bijections et relations d'équivalence

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Applications et relations » en L1 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés applications et relations.

Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.
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