Corrigés des contrédles de maths en L1

Corrigé du controle de maths L1 : applications
linéaires, noyau, image et rang

Baréeme du controle

Exercice Points
Exercice 1 : Question de cours : injectivité et théoreme du rang 3 points
Exercice 2 : Une application de R3 dans R? 4 points
Exercice 3 : La dérivation sur les polynémes 4 points
Exercice 4 : Projection sur un plan parallelement a une droite 4 points
Exercice 5 : Probleme : un endomorphisme nilpotent 5 points
Total 20 points

Exercice 1 : Question de cours : injectivité et théoreme du rang

(3 points)

Supposons f injective. On saitque f({0g) = Op parlinéarité. Si = € Ker f, alors
flz) = 0F = f(0g),donc = = 0g parinjectivité. Ainsi Ker f = {0g}.

Réciproquement, supposons Ker f = {0g}.Soient z,¥ € F telsque f(z) = f(y).Par
linéarité, flx —vy) = flz) — flv) = 0 ,donc = — vy € Ker f . Par conséquent,
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T = Y. Ainsi | estinjective si et seulementsi Ker f = {0g}.

Théoréme du rang :si E est de dimension finieet f € L(F, F'), alors Im f estde
dimension finie et dim B = dim Ker f +rg f .

Soit uw & ﬁl:E:l ,avec dim FE — n .D'aprés la question a et le théoréme du rang :

u injectif & dimKeru =0& rgu =n.

Or Imm 1w estunsous-espacede & .llestdoncégala F sietseulement sisa dimension vaut
n.Ainsi IE U = 7N = U surjectif. Par conséquent, u injectif ¢ u surjectif &
U bijectif.

Erreur fréquente : appliquer ce résultat a une application entre deux espaces de dimensions différentes.
llfaut dim F = dim F , etla dimension finie est indispensable.

Baréme : a) 1 point : 0,5 point par sens ; b) 2 points : 1 point pour I'énoncé complet du théoréme du rang,
1 point pour les équivalences justifiées.

Exercice 2 : Une application de R3 dans R? (4 points)

Soient X = (r,y,2), X' = (x/,y/,z!) et X € R.Chaque composante de [ estune
combinaison linéaire des coordonnées. Donc  F(A X + XY = A f(X) + f(X), parun
calcul direct composante par composante. L'application f est linéaire.



Onrésout flz, v, z) = (0,0) :

|
-

r —y + 2z
20 +y + 2

|
-

En additionnant les deux lignes, 3x + 3z = 0, donc x = —z . Ensuite, la premiére ligne
donne ¥ = £ + 2z = z.Ainsi (z,y,z) = 2(-1,1,1).

Vérification:  f{—1,1,1) = (-1-1+42, —241+41) = (0,0). Donc
Ker f = Vect((—1,1,1)), de base ((—1,1,1)).

C.
D'aprés le théoréme durang, rg f = dimR3 —dimKer f = 3 -1 =2.0r Im f est
un sous-espace de [RZ de dimension 2. Donc I f= RZ . L'application [ est de rang 2,
surjective, mais pas injective car son noyau n'est pas réduit a {0}.

d.

D'abord, on cherche un antécédent particulieravec z =0 : -y =1 et 2z 4y = 2.
En additionnant, 3z = 3,donc £ =1 et y¥ = 0.Ansi f(1,0,0) = (1,2).

Ensuite, f(X) = (1,2) & f(X —(1,0,0) =0 & X —(1,0,0) € Ker . L'ensemble
des antécédents de (1, 2) estladroite affine {(1 -1, £, t):% € K},

Baréeme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 1 point pour la résolution, 0,5 point pour la base ; ¢) 1 point : 0,5 point
pour le rang, 0,5 point pour les conclusions ; d) 1 point : 0,5 point pour I'antécédent particulier, 0,5 point
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pour I'ensemble.

Exercice 3 : La dérivation sur les polynémes (4 points)

Pour P,Q € Ry[X]et X eR, (AP —|-.:;’=,:r:|’r = AP+ @' donc D estlinéaire. De
plus,si deg P < n , alors deg P’ < n—1< n.Ainsi D estun endomorphisme de
R [X].

D'abord, P/ — ( sietseulementsi P estconstant. Donc Ker D = Rg[X], de
dimension 1.

Ensuite, dim R,[X] = n +1.Lethéoréme durangdonne rg D = (n4+1)—1 = n.o0r,
pourtout P, deg P < n—1,donc Im D C R,,—1[X]. Ces deux espaces ont la méme
dimension 7. Par conséquent, Im D = R,_1[X].

c.
Pourtout P € R,y[X], Dnt+l(P) = PO+D) = g, carla dérivée d'ordre 7 + 1 d'un
polynéme de degré au plus 7 est nulle. En revanche, D" (X ") = n! ?é 0. Donc

prtl —get D" ?é 0: D estnilpotentd'indice n + 1.

d.

Soit P € Ker 1, cest-a-dire p = p/.Si P ?é 0, alors deg P < deg P (ou

P’ = () cequicontredit p — p/.Donc P = (et 1 estinjectif.Or 1t estun
endomorphisme d'un espace de dimension finie. D'aprés I'exercice 1, 1,!) est donc un
automorphisme.



De plus, 1d et JIJ} commutent. Par télescopage,
(id - D)(id + D 4... 4+ D") = id — D**+Ll = id. Ainsi
v l=id+D+...+D".

Pour m = 2, P = 1!;_1(}{2} = X2 49X + 2. Vérification: P’ = 2X + 2, donc
P — P’ — X2 . Le polynome cherché est X2 1+ 92X 1 2.

Baréme : a) 0,5 point ; b) 1,5 point : 0,5 point pour le noyau, 1 point pour I'image par le théoréeme du rang
; ¢) 1 point; d) 1 point : 0,5 point pour la bijectivité et I'inverse, 0,5 point pour le polynéme.

Exercice 4 : Projection sur un plan parallelement a une droite

(4 points)

Le plan P est le noyau de la forme linéaire non nulle {:t?, U, z} — £ + 1y — z.Cestdoncun
hyperplan: dim P = 2 .Deplus, dim P = 1,car u ?é 0.

Ensuite, soit tu = (f,%,%) € PN D .Aors £+t —%t =1 =0.Donc
PND = {0} .Enfin, dimP +dimP =3 = dimR3.Ainsi R3 =P gD .

Soit X = (z,y,z).0Onécrit X =a-+twu avec a € P et £ réel;alors
p(X)=0a =X —tu.lacondition X —twu € P s'écrit
(z—t)+(y—t)—(z—t)=0,s0it t =22 +y—2z.Donc:

p($)y)z):(x—(x+y—z))y—(x+y—z))z—(x+y—z))‘
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Ainsi plr,y,2) = (-y+z, —z+2z —z—y+2z).Pour w = (1,21}, ontrouve
t =2 et plw) = (-1,0,-1).0nvérifieque —14+0—(-1) = 0,donc plw) e P,
etque w—plw) = (2,2,2) e D.

Les colonnes de A sont les images des vecteurs de la base canonique :



o —1 1
M= -1 1

1 -1 &2

Un calcul ligne par colonne donne, par exemple, pour la premiére ligne: 0 41 —1 = 0, puis

04+0—-1=—-1,puis 0—1+42 = 1.0n procéde de méme pour les deux autres lignes. On
obtient AfZ2 — JAf,cequitraduit P © P = P .Deplus, latracede A vaut 2, quiest
bienlerangde P.

La symétrie par rapport & P parallélementa P vérifie s = 2p —1d. En effet, si
X =a+tu,alors s(X)=0o—tu = 2a — X . Donc:

s(z,y,2) = (—x — 2y + 2z, —2¢ —y + 22, =2z — 2y + 32).
Ainsi sz, y,z) = (—x — 2y + 22, -2z —y + 2z, —2x — 2y + 3z). Enfin,

s(LL,D) = (-1-242 —2-142 —-2-243)= (-1, -1, -1) = —u.

Baréme : a) 1 point : 0,5 point pour les dimensions, 0,5 point pour I'intersection et la conclusion ; b) 1,5
point : 0,5 point pour la méthode, 0,5 point pour £, 0,5 point pour  p{x, y, z) et p{w) ;c) 0,5 point;
d) 1 point : 0,5 point pour s = 2p — 1d, 0,5 point pour I'expression et la vérification.

Exercice 5 : Probleme : un endomorphisme nilpotent (5 points)
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Partie A : cas général

Raisonnons par 'absurde. Supposons qu'il existe des réels Aq, . . -, )\p—l non tous nuls tels que
Aoz + A ulz) ...+ Ap_lup_l(;p} = 0.Soit 7 le plus petit indice tel que Ay ?é 0.

On applique ,,#—1—3, qui est linéaire. Pour k> 7,0ona k+p—-1—7 > p,donc
uk"‘iﬂ_l_i‘(;p} = 0.llreste X, up_l{a:} = 0.0r up_l{a::l ?é 0,donc A5 = 0 :clest
une contradiction. La famille (;];:! u(x}, e up—l(x}) est donc libre.

Dans un espace de dimension 7%, une famille libre a au plus 7* éléments. Or la famille précédente
encompte P.Donc p < n,et y? = 4" PoyuP = 0.

Partie B : un exemple dans R3

Par produit ligne par colonne :

1 0 1
A2=( 0 , 0 | A®=4%24=
-1 0 -1

oo
OO
OO

Par exemple, le coefficient (1,1) de 42 vaut 1+1—1 = 1.Ensuite, la premiére ligne de
A3 vaut (-1+1, -1+1, -1+1) =(0,0,0).comme A?£0et 43—, v
est nilpotent d'indice 3.



Le noyau est donné par lesysttme —r -y —2z =0, —x—z=0, v+vy+z =0,
La deuxiéme équation donne # = —x , puis la premiére donne ¥ = 0. Donc
Ker v = Vect((1,0, -1)) .

D'aprés le théoréme durang, rgv = 3 —1 = 2. L'image est engendrée par les colonnes de
A . Or les deux premiéres, (—1, —1,1) et (-1, 0,1}, ne sont pas colinéaires. Donc
Im v = Vect((—1, —1,1), (—1,0,1)), c'est le plan d'équation = + z = 0, et
rgu = 2.

Enfin, (1,0, —1) vérifie 1+ (—1) = 0.Donc Ker v C Im w.

ona v(ey) = (—1,~1,1), premiére colonne de A , et v(e;) = (1,0, —1), premiere
colonnede A2 .Comme ’UEI:EI) ?é 0 etque v estd'indice 3, la partie A montre que B/ est
libre. Elle compte 3 vecteurs dans [R3 : c'est donc une base.

Ensuite, v(eq) estle deuxiéme vecteur de B/, ’u(’u{el}) est le troisiéme et
u(v2(e;)) = v3(e;) = 0.Lamatricede v dans B/ estdonc:

I
OO
OO
OO

Baréme : a) 1,5 point : 0,5 point pour le choix du plus petit indice, 1 point pour I'application de
ui’-”—l—_’i et la conclusion ; b) 0,5 point ; ¢) 1 point : 0,5 point pour A%, 0,5 point pour 43 et
l'indice ; d) 1 point : 0,5 point pour le noyau, 0,5 point pour I'image et I'inclusion ; e) 1 point : 0,5 point

pour la base, 0,5 point pour la matrice.
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Revenir a I'énoncé du controle

Apres le corrigé du controle : applications linéaires, noyau, image
et rang

Pour consolider ce que le corrigé vous a appris, relisez le cours « Applications linéaires » en L1 puis
entrainez-vous avec les exercices corrigés applications linéaires.

Retrouvez tous les controles de maths de L1 classés par chapitre, ou choisissez un autre niveau sur la
page contrbles de maths du CP au post-bac.


https://mathovore.fr/controle-maths-l1-applications-lineaires-noyau-image-rang
https://mathovore.fr/applications-lineaires-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/applications-lineaires-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/controle-maths-l1
https://mathovore.fr/controle-maths-l1
https://mathovore.fr/devoirs-surveilles-maths

