Corrigés des exercices de maths en L3

Corps et extensions

Corrigé de I'exercice 1 : Caractéristique et morphisme de

Frobenius

1. Le noyau du morphisme # — K, n — n-lg ,vaut pf avec p > 0.D'abord,
p% 1 car IK% 0.Ensuite,si p = ab avec 1 <a,b<p,ona
(@ -1x)(b-1x) = p-1g = 0.0runcorps estintégre, donc @ +1x = 0 ou
b -1y = 0, ce qui contredit la minimalité de P . Ainsi, I est premier.

P =1 . - P
2.Pour 1<k <p-1,ona };( };) = p[‘ilet?]{ k—l[ﬁ'\“ghht?]} .Donc P divise Ec;( k)'
Or I est premier et ne divise pas k , donc il est premier avec k . Le lemme de Gauss donne

alors p| (i) . Par conséquent, dans K, la formule du binéme devient

(@ +y)" —$p+2( ) ok yP k4 yP = 5P 4y,

Deplus, F(zvy) = (zy)’ = £P 4P = F(£)F(y) par commutativité, et F(1) = 1.
Donc F' est un morphisme de corps.

3. Lenoyaude F' estunidéalde KA quine contientpas 1, puisque F{l} = 1.0rles seuls
idéaux d'un corps sont {0} et K .Donc ker F' = {0} et F estinjectif.Si K est fini, une
application injective de K dans lui-méme est bijective. Le Frobenius d'un corps fini est donc
un automorphisme.

4, Soit @ = 0 unentier.Dans Fp,onécrit 2 =14+1+4+...4+1 ( @ termes). Comme F

estadditif, ¥ = 1¥ +... 4+ 1F = g. Ensuite, un entier négatif est congru modulo £ aun
entier positif, et |a reIatlon ne dépend que de la classe. On retrouve a” = a (mod )p pour
tout o= £.

5. Si P estimpair, (—y}P = —yP.Si p=12,alors —1 =1 dans K ,donc
(—y)? = y2 = —y2.Danslesdeux cas, F(z —y) = F(z) + F(-y) = =P — P,
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Enfin, ™. —s 2" estune composée de morphismes, donc un morphisme. Ainsi,
PP pr _ et
(z—y) == —yP.

Corrigé de I'exercice 2 : Sous-corps premier et morphismes de

corps

1. Lenoyaude o estunidéalde K .lIlnecontientpas 1,car ¢(1) = 155 0.Donc
ker o = {0}, et © estinjectif. Ensuite, pourtout n € #,ona o(n-1x) = n- 1 . Par
injectivité, n +1g = 0 sietseulementsi n -1y = 0. Les deux corps ont donc la méme
caractéristique.

2. Ona car(@) =0, car(F3) = 3 et car(Fy) = 5. Les caractéristiques différent. D'apres
la question 1, aucun des deux morphismes n'existe.

3. Le corps Q(\@} contient @) et il est de caractéristique nulle : son sous-corps premier est 1J. De
méme pour R.Ensuite, F3[X]/(X2 4 1) estde caractéristique 3 : son sous-corps premier
est formé des classes des constantes 4 L =3 ¢, isomorphe a [ 3. Enfin, [F'?{T:l est de
caractéristique 7 .Les sous-corps premiers sont ), ©, [z et [F7.

4. Soit ¢ :@Q — L un morphisme de corps. D'abord, o{1) = 17, ,donc o(n) = n -1 pour
tout n € Z par additivité. Ensuite, pour b 0, o(B)o(f) = ofa), donc
J(%) =(@-15)(b- IL)_I .Ainsi, o est l'injection canonique de @ sur le sous-corps
premierde I .

Corrigé de I'exercice 3 : Degré d'une extension biquadratique

1. Supposons V3 = a + bv2 avec a,b € @ .Enélevantaucarré, 3 = g2 4 252 4 2ahV3.
Comme (1,v2) estlibresur @, onobtient gb = 0.Si b = 0 ,alors V3 = g est
rationnel : c'est faux. Si @ = 0, alors 3 — 932, donc {25}2 = 6, et & serait rationnel :
c'est faux aussi. Donc V3 ¢ Q(VZ),

2. Lepolynéme X2 _ 3 estdedegré 2 etn'apas de racine dans Q(VZ2). Iy est donc
irréductible, et c'est le polyndme minimal de 3 sur Q(v2). Ainsi, [Q(v2,v3): Q(V2)] = 2,



de base (1,v3). Par le théoréme de la base télescopique, avec la base (1,v2) de Q(v2) sur
Q, on obtient les produits 1, V2, v3,v6 . Donc [Q(vZ,V3): Q] = 4, de base
(1,2, 3, V8).

3. D'une part, VB = V2V3 € Q(VZ,V3). D'autre part, v3 = % € Q(V2, V8). Chaque corps
contient donc les générateurs de l'autre. Par double inclusion, Q{(vZ,V3) = Q(VZ, V6).

4. Onavuque X2 _ 3 estdedegré 2 sansracinedans Q(v2). 1l est donc irréductible sur
Q(vZ).Enrevanche, 18 = (3v2)?,donc X2 —18 = (X — 3V2)(X +3V2) est
réductible sur Q{vZ), bien qu'il soit irréductible sur Q.

Corrigé de I'exercice 4 : Calculs dans un corps de rupture de X3
-2

1. Le polyndme X3 _ 9 est unitaire, et 2 divise tous ses coefficients non dominants sans que 4
divise le terme constant. Le critére d'Eisenstein en 2 montre donc qu'il est irréductible sur @, Par
conséquent, l'idéal {XB — 2) est maximal dans Q[A], et K estun corps. La division
euclidienne par 3 — 2 montre enfin que tout élément s'écrit de facon unique g + bar + cox?
 Ainsi, [K:Q] =3 et (1,a a?) estune base.

2. On utilise I'dentité {or + 1) {cxg —a+]) = a3 +1.0r g3 = 9, donc ce produit vaut 3.

Par conséquent, (1 + oa}_l = %oﬁ — %O{ + % .

3.0na a?+a = afl +a).Dabord, ¢-q2 = 2,donc g—1 = %j' . Ensuite,

9 —1_a?2 a?2—a+1_at—ad+a?_ 20-2+ a?
(a4 a) " =% 5 — 5 — c s

car % = 9 . Vérifions :
(06?2 + a)(a? 4+ 20 —2) = a4+ 323 — 20 = 20 +6 — 200 = 6. Donc
(a2 + o)1 = %{&E—I—Ea—ﬁ}-

4. D'abord, {QQ}B — of = 4,donc 42 annule X3 _ 4 .Ensuite, a2 ¢ @, car ses
coordonnées dans la base sont (0, 0, 1). Son degré divise [K :@Q] = 3 etnevautpas 1 :il
vaut 3.Lepolyndbme X2 — 4, unitaire de degré 3, est donc son polyndme minimal. De
méme, S = 1+ o vérifie (8 — 1}3 = 2, C'est-a-dire 53 — 352 +38-3=0.0r

Q(5) = Q) estde degré 3 .Les polyndmes minimaux sont X3 _ 4 et
X3 _3X2 13X —3.Cedernier est d'ailleurs d'Eisensteinen 3.
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Corrigé de I'exercice 5 : Polynome minimal de v2 + v3

1.Ona 2 =243 +2/6 =54 2/8. Donc {73—5}2 — 94, soit
4% —1092 4+ 1 = 0.Le polynéme P — X% _10X2 4 1 convient.

2. Par la formule du binbme,

3 =224+3-2-V3+3V2-3+3/3 =11v2 +9/3.

Ainsi, 43 —9y = 2v2 et 43 —1ly = —2V3 .Donc 3 — T_SEQT et

11y — 3
e el

. appartiennenta Q7).

3. D'une part, ¥ € Q(vZ,V3). D'autre part, la question 2 donne I'inclusion réciproque. Donc
Q(y) = Q(V2,V3), de degré 4 d'aprés I'exercice 3. Le polynéme minimal de ¥ est donc de
degré 4 .O0rildivise P, unitaire de degré 4. Ainsi, Py = X% _10x2 +1,
irréductible sur ). Ses racines sontles =43 =+ /3 : en effet, leur carré vaut 5 4 24§, et
(5+2/6 —5)% = 24.

4. Les trois identités se vérifient en développant: X% —9X2 11 _8X4<,
X*t12x211-19X%et X% _10X<2 1 25 — 24 valenttoutes P .Soit P premier
impair et & un générateur de [FE , d'ordre pair P — 1. Les carrés non nuls sont exactement
les puissances pairesde 9.Si 2 ou 3 estuncarré (ycompris 3 = 0 lorsque p = 3),
c'est gagné. Sinon, 2 = g% et 3 = gb avec @, b impairs, donc 6§ = g'ﬁ‘H" avec a + b
pair: & estun carré. Ensuite :

osi 9 = 52,alors
P=(X2-1P2-(@sX)? = (X2-2sX - 1D)(X2+2sX 1)

osi 3 =¢2,alors P = (X2 _-2tX +1)(X2%4+2tX +1);
osi § = y2,alors P = {_XE—E—EU}I:XE—5+EU}.
Dans tous les cas, P est réductible dans Fp[X].Pour p = 2,0na

P = x4 +1 = I:X + 1}4 par le Frobenius. Ainsi, P est irréductible sur () mais
réductible modulo tout nombre premier.



Point de méthode : la réduction modulo I prouve l'irréductibilité seulement quand elle réussit. Cet
exemple montre qu'elle peut échouer pour tous les P ; il faut alors revenir a un calcul de degré.

Corrigé de I'exercice 6 : Polynd6me minimal de 2cos(2n/7)

1. Ona {?zlet {%I.Or (g—l}{1+§—|—...—|—§'5:l:§?—1:D.Comme

¢ —1 ?é 0, la somme est nulle.

2. D'abord, 2% — ﬁjg + 24 g_g , donc {2 4 ﬁ:_g — 92 _ 9. Ensuite,
93 = ﬁfg + 3¢ + 3ﬂ:_1 + {_3 , donc th + {_3 — 93 _ 38. Divisons alors la relation de
la question 1 par ¢:3

3¢+t 41+ Cc+ P+ 3 =0

En regroupant, 1_|_.9_|_{.93—2}—|-{.93—3.9}:D.Donc 63 192 _28_1=0.

3. Soit P = X3 + X2 _ 92X —1.Une racine rationnelle de ce polyndme unitaire & coefficients
entiers serait un entier divisant 1.0r P(1) = —1 et P(-1) = 1.Ainsi, P n'apasde
racine dans ©). Comme il est de degré 3, il est irréductible sur €. C'est donc le polynéme

minimalde §,et [QF):Q] = 3.

4. Pour k € {2,3}, ¢¥ vérifie encore {gk}? —1 et ¢k ?é 1. Le calcul précédent s'applique
donc mot pour mot a .fk’ : Ecos%?ﬂ est racinede P . Ces trois réels sont distincts, car C08
est strictement décroissante sur [0, 7r] . Ce sont donc les trois racines de P . De plus,

Zcos%"r = f:g + g_g — 82 — 2. La somme des racines vaut —1, donc

2-:::::156%r = —1-6—(8%2-2) =1 -6 — 2. Les trois racines sont dans  Q(¢), qui est
donc le corps de décomposition de P, de degré 3. La figure ci-dessous montre les trois
racines, projections des racines septiemes de I'unité, et le graphe de P .
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— PX)=x>+x?-2x-1

S

racines 7€ de l'unité

Corrigé de I'exercice 7 : Corps de décomposition de X3 — 2

. Le critére d'Eisenstein en 2 montre que X3 — 9 estirréductible sur @Q. Ses racines complexes

z vérifient 73 = 9 = g3, donc (%)3 — ].Lesracinessont @, ja et :;r'2 a .

. Lecorps L contient @, 74 et j-g o . Réciproquement, tout sous-corps contenant les trois
racines contient @ et . _— %’5‘ .Donc L = Q{a, 7, jg a:l est bien le corps de
décomposition. Ensuite, [Q(z): Q] = 3 .Lenombre 7 estracinede X2 4+ X +1,et

7 ¢ Q@) car Q@) C R. Ce polynéme de degré 2 sansracine dans Q(a) y est irréductible,
donc [L:Q@}] = 2 . La base télescopique donne [L:Q] = 6.

. Chacun des trois corps est un corps de rupture de X2 — 9, irréductible sur ). Par unicité du

corps de rupture, ils sont isomorphes, et chacun est de degré 3 . Montrons qu'ils sont distincts. Si
Q( 7a) = Q(a), alors j= {Ta € Q@) C R : C'est absurde. De méme, Q(72 a) ?é Q@) , car
jg % R . Enfin,si Q(a) = Q{jg a) , alors j = % et g = i—g appartiennent a
Q{jc&} . Ce corps contiendrait I ,dedegré © >3 :c'estimpossible. Les trois corps sont

deux a deux distincts et isomorphes.

4. 0na [Q(7):Q] = 2et L = Q(7)(@).Parla base télescopique, [L:Q(7)] = g =3.Le



polynéme minimal de @ sur Q(7) est donc de degré 3 etdivise X3 —2.Ainsi, X3 _ 9
est irréductible sur Q7).

Corrigé de I'exercice 8 : Corps de décomposition de X* — 2

1. Le critére d'Eisenstein en 2 donne l'irréductibilité de x4 _ 9 sur U.Si x4 = 9, alors
(%)':l — 1,donc % € {l,7,—1, =1} .Lesracinessont @, —a, 4g et —iq.
2. Le corps de décomposition est Ql:r:;, —a, ©a, —m}. Il contient @ et , — %" , et il est contenu
dans Qfa,:).Doncilvaut L = Qa,z).Ensuite, [Qa): Q] = 4.Comme Q@) C R,on
a 1¢Qa), et X241 estiréductiblesur Q(@).Ainsi, [L:Q(@)] = 2 .Parlabase
télescopique, [L:Q] = 8.

3.0na g2 = v2,donc Q(v2) C Qo). Par la base télescopique, [Q(a): Q(VI)] = % — 2. Lle
polyndbme X <4 _ /5 est unitaire, de degré 2, etannule a.C'est le polyndme minimal de

a sur Q(VZ).

4. 0na [Q():Q] =2 et L =Qf)(@).Donc [QF)(@): QL) = % = 4 . Le polynéme
minimal de @ sur Q) estdedegré 4 etdivise X4 _9.Ainsi, X% _ 9 est
irréductible sur Q) .

5. Les corps Q@) et Q{za) sont deux corps de rupture de ¥4 — 2 :ils sont isomorphes.
Cependant, 1a é R , donc iz ¢ Q(a) : ils sont distincts. Ensuite, 2v2 = a2 € L et
((W2)? = —2.Lepolynéme X2 + 2 n'a pas de racine rationnelle, donc [Q(zvZ): Q] = 2.
Ce corps n'est pas réel, donc il differe de Q(V2). Enfin,si Q{v2) = Qfz), alors
VI = % € Q(z). Par égalité des degrés, on aurait  Q(v2) = Q(2) , ce qui est faux car I'un
est réel et l'autre non. Ainsi, Q(:v2) est un troisieme sous-corps quadratique de I, . La
figure ci-dessous récapitule les racines et la tour de corps obtenue.
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Corrigé de I'exercice 9 : Extensions de degré 2

1. Soit « € L\ K .ona K C K{o) C L ,donc [K(x): K| divise [L:K]=2.0rce
degré ne vaut pas 1, puisque o g;‘ K .Donc [K(o): K] =2 =[L:K].Unsous-espace
de méme dimension finie est I'espace entier. Ainsi, L = K{a) .

2. Soit X2 4+ pX + ¢ le polyndme minimal de . Comme 2 ?é 0 dans K , on peut poser
b = a + % . Alors

2
e K.

2
52:a2+ba+%:—c+

De plus, & ¢ K ,sinon @ = § —% serait dans K . D'apres la question1, L = K({)
avec 2 ¢ K.

3.0, L =0Q) avec r =4§2cqQet §¢Q. Ecrivons r = ¥ avec v > 0. Alors
T = % ,etl'onécrit yw = 524 avec d sans facteur carré. Donc & = +5Vd , ol i
désigne une racine carrée complexe de d . Ainsi, Q&) = Q{u‘ﬁ} . Enfin, d ?é 1 (et d ?é 0),
car & 5?_5 7 . Toute extension quadratique de ©) dans C estun Q(u‘ﬁ} , avec d ?é 1
sans facteur carré.

4. Supposons I:;E + yﬂ}g — 2 avec I,y € Q. Alors z2 + Syz + 2zyv3 = 2, donc



zy = 0.5i y = 0,alors £2 = 9 :impossibledans Q.Si £ = 0,alors 3y2 = 2,
soit (3y)? = 6 :impossible aussi. Donc 2 n'est pas un carré dans Q(v3). Or un
isomorphisme & : Q(v2) — Q(V3) fixe Q (exercice 2), donc o(v2)? = o(2) = 2. Un tel
isomorphisme n'existe donc pas.

Corrigé de I'exercice 10 : Nombres transcendants

1. L'ensemble Qﬂ[X] est en bijection avec Q™11 qui est dénombrable. Donc
Q[X] - U Qn[x] est dénombrable, comme réunion dénombrable d'ensembles
n

dénombrables. Ensuite, tout polyndme non nul a un nombre fini de racines. L'ensemble des nombres
algébriques est la réunion, indexée par Q[X ]\ {0}, de ces ensembles finis. Il est donc
dénombrable. Comme [ n'est pas dénombrable, il existe des réels transcendants.

2. Le noyau du morphisme d'évaluation evy:Q[X | — C estréduita {0}, par définition de la
transcendance. Donc €V induit un isomorphisme Q[ ] ~ Q[a]. Or X n'est pas inversible
dans Q[X ], pour une raison de degré. Donc ¢ n'est pas inversible dans ©[a] . En revanche,

a3 O estinversible dans le corps Q) . Ainsi, Qo] £ Q) .

n

3. Une relation Z L ak =0 non triviale fournirait un polynéme non nul annulant . Donc la
k=0
famille  (oF)g = 0 estlibresur Q. Par conséquent, [Q(a): Q] = +co.

4. Supposons 2 -+ 1 algébrique, racine de P ?é 0 dedegré m.Alors & = PI:X2 +1)
est un polynéme de degré 2m,, donc non nul, et CHey) = 0. C'est absurde. Ensuite, si
82 = o avec B algébrique, I'extension Q(5)/Q estfinie. Elle contient o = 2, qui
serait donc algébrique : c'est absurde. Ainsi, o2 -+ 1 et toute racine carrée de < sont
transcendants.

Corrigé de I'exercice 11 : Les nombres algébriques forment un

COorps

1. Le polynéme minimal #g de f sur Q esta coefficients dans @Q{ex) . Donc le polynéme
minimalde S sur Qo) divise Mg, et [Qlx, B): Q)] < n. La base télescopique donne
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[Q(e, B): Q] < mn . Cette extension finie est algébrique. Elle contient « + £, af, -«
et,si o ?é 0, o—1.Donc @ estun sous-corpsde C.

. Notons | — [Q{JEJ %’E) - Q] .D'unepart, £ < 2x 3 = & .D'autre part,
[Q(V2): Q] = 2 et [Q{%@} Q] =3, car %3 _ 3 estd'Eisensteinen 3. Ces deux
degrés divisent [, donc 6|D .Ainsi, D = 6.

. En développant,

Donc v2(342+2) = ¥3 + 6y —3.Comme 7Y estréel, 342 +2>0, et

3 J—
/3 — % e [QI:#'}r:] . Ensuite, %"ﬁ =v-—V2c¢ Q(’}C‘ Donc Q{T} - Q{&’ %@} '

Le degré de Y vaut §.

. Elevons au carré la relation 3 + 6y —3 = v2(3+2 + 2) . D'abord,
(43 + 67 — 3}3 = 6 41244 — 643 + 3642 — 36~ + 9. Ensuite,
2(392 + 2}2 = 18% 4 24+2 | 8. La différence est nulle, soit

76 = 674 =698 +1292 — 367 +1 = 0.

Ce polyndme est unitaire, de degré &, et annule 7Y, qui est de degré & . Le polynome minimal
de Vest X6 _6X% _6X3412X%2 36X +1.

n

. Soit Z racine de Z G Xk ?é 0,avec ap € Q.lecorps M = Q(ag,..., op) estde

degré fini sur (), par récurrence a partir de la question 1. Ensuite, =z est algébrique sur AJ ,
donc [M{(z): M| estfini. Par la base télescopique, [M(z): Q] estfini. Donc =z est
algébrique sur 1 : le corps ﬁ est algébriquement clos.

Corrigé de I'exercice 12 : Duplication du cube et racines non

constructibles

1. D'aprés le théoréme des tours quadratiques, un réel constructible = appartient a un corps K

avec [K,:Q]=2".0r Q C Q(x) C K,.Donc [Q(z):Q] divise 37 :c'estune
puissance de 2.



2. Le polyndme X3 _ 9 estirréductible (Eisensteinen 2 ), donc [Q{%@} : Q] — 3 .Cen'est
pas une puissance de 2 . Ainsi, 3\@ n'est pas constructible. Géométriquement, un cube de
volume double de celui d'un cube d'aréte 1 a pour aréte 3\,@ : on ne peut pas la construire a la
regle et au compas.

3. Leréel 2 est constructible, donc 2 aussi, puis /J3 — %7 .Enfin, X4 _ 2 estd'Eisenstein
en 2.Ainsi, %7 est constructible, de degré 4.

4. Le polyndme X6 _ 9 est d'Eisensteinen 2, donc Q@ est de degré &, qui n'est pas une
puissance de 2 . Ensuite, si 1| + %@ était constructible, %‘E = (1 + %@} — 1 leserait aussi,
car les constructibles forment un corps. Aucun des deux n'est constructible.

5. On calcule (1 + JE}B —14+3V2+3x 2422 = T + 5/2. Laracine cubique réelle étant

unique, 3,*? + V2 = 1 + 3. Ce réel est constructible, bien qu'il s'écrive avec une racine
cubique.

Point de méthode : une écriture avec des racines cubiques ne prouve pas la non-constructibilité. Seul le
degré sur @ compte.

Corrigé de I'exercice 13 : Trisection de I'angle

1. Par la formule de Moivre, cos 38 = Relfcosd + ésin&)S) = cos38 — 3cosfsin?d . En
remplacant gin2g par 1 — cos2f,onobtient cos38 = 4cos38 — 3cosd -

2. Avec 9 — 90° et £ — cos20%, 0na 4¢3 —3¢c = cos60° = %.Posons r = 2¢. Alors

3 . .
403 = % et 3r = %ﬂr . En multipliant par 2, on obtient 3 —3r —1 =10.
3. Une racine rationnelle de ce polyndéme unitaire a coefficients entiers serait -4 1. Or
1—-3—-1= -3 et —1+3—1=1.Cepolynébme de degré 3 n'a pas de racine rationnelle,
donc il est irréductible sur {J. Ainsi, T estde degré 3 et n'est pas constructible. Par

conséquent, CoS 207 = % non plus. Pourtant, I'angle de (0" est constructible, car

cos 607 = % . Il n'existe donc pas de méthode générale de trisection a la regle et au

compas.

V3

5 Ce réel est constructible, car /3 I'est. L'angle

4. Letiersde gp” est 30°,et cog30° =

droit se trisecte donc.
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Corrigé de I'exercice 14 : Pentagone, heptagone et ennéagone
réguliers

1. Comme & I'exercice 6, 1 + w + w2 + w?® 4+ w? = 0. Endivisant par (2, on obtient
w2 +wl4+l4+wtw?=0.0r w24+w=2=1t2-2. Donc

t2—-24+1t41=0,s0it t24¢—1=0.Les racines sont _—lat"@.Enﬁn'
t = Zcos 72" > 0. Donc cos%“r — %

2. Leréel /B est constructible, et les constructibles forment un corps. Donc .:os%’rr est
constructible, et le pentagone régulier aussi.

3. D'apres I'exercice 6, Ecos%‘r estde degré 3.0Or Q(cosg%r) = Q(Ecosg%)le degré 3

n'étant pas une puissance de 2, I'heptagone régulier n'est pas constructible.

4. AveC ¢ = coz40° ,0ona 4¢3 —3¢c = cos 120° = —% .Pour 1 = 2¢, celadonne
3 —3x +1 = 0. Les candidats rationnels 4+ 1 donnent 1 —3 +1 = —1 et

-1+ 341 = 3. Le polyndme est donc irréductible, et ~ng 40" est de degré 3.Or %’T

correspond a 40" . L'ennéagone régulier n'est pas constructible.

Corrigé de l'exercice 15 : Construction de F4 et F8

1. Les polyndmes unitaires de degré 2 sur Fnp sont x2, X2 +1 = (X + 1}2 )
X24 X = X(X +1)et X2 4 X +1.Lederniervaut 1 en O eten 1 :ilnapasde
racine. C'est l'unique irréductible de degré 2.

2. Les élémentssont 0,1, o, ¢ +1,avec o2 = o + 1.En caractéristique 2, = +x = 0.
Pour le produit, afor +1) = a2 + o = 1 et (o + 1}2 — a2 1+ 1 = . On obtient les
tables suivantes.

+ 0 1 a a+l
‘ » 1 a4 a+1
[\bline?] 0| O 1 2 L Dminer)1| 1 o adl
o o a+1 0 1 (_x|_1 (-}|-1 ail_l !
a+1 at+l « 1 Y - ° .



3. Le polyndme X3 + X +1vaut 1 en 0 eten 1.Dedegré 3 sansracine, il est
irréductible. Avec 53 = [ 4+ 1, on calcule successivement :

Br=p2+8, B5=p3+p2=p2+6+1, 80=p3+p82+5=082+1, T =5 +p =1
Les puissances ;3'31_ - ;3'5 décrivent les sept éléments non nuls, et JS? =1.
4. Ona ;3‘2 +1 = ;35, donc son inverse est 5?—5 = [5. Vérification :
B(B2+1) =B34+ =1.Deméme, 824+ 5 = 8% dinverse 53 = B +1.Les

inversessont 5 et S5+ 1.

5. Un sous-corps a 4 éléments serait de degré 2 sur [ q. Parla base télescopique, 2 diviserait
[Fg:Fq] = 3. C'est impossible.

Corrigé de l'exercice 16 : Le corps F9 et ses générateurs

1. Dans Fg3, X< + 1 prendlesvaleurs 1, 2, 2 en 0, 1, 2.Sansracineetdedegré 2,
il est irréductible, et [ g estuncorpsa 39 éléments.

2. 0na a? = —1 ?é let 4 = 1.L'ordrede o vaut 4, donc @ n'engendre pas [Fg,
qui est d'ordre 2.

3. D'abord, (1 + 05}2 = 14 2o + a? = 2a. Ensuite, (1 + 05)4 — 4gd = —4 = —] dans
[2.L'ordrede 1+ a divise 8 maisne divisepas 4.llvautdonc & : 1+ @« estun
générateur.

4. llya ®(8) = 4 générateurs:les (1 + o;)k avec k impair. On calcule
(1+a) = 20(1 +0) = 20 —2 = 1 + 20 . Ensuite,
(140 =-(1+a)=2+2aet (1+a) = —(1+2a) =2+a.Lles

générateurssont 1+ o, 1+ 2, 24 2o et 2 + . Les quatre autres éléments non
nuls, 1,2, o, 20¢, sontd'ordres 1, 2,4, 4.

5. Posons 8 =1+ a. Alors (8 — 1)2 = —1, soit JBE — 28 +2 = 0, cest-a-dire
JBQ + £ 42 =0 dans F3.Comme S ¢ [F7, son degré vaut 2 .Le polynéme minimal
est X2+ X +2,et Fgr~ F3[X]/(X2+ X +2), présentation dans laquelle la classe
de _X estun générateur.
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Corrigé de I'exercice 17 : Générateurs et racines dans F13

1. Ona 12 = 32 x 3. D'aprés la méthode du cours, il suffit de vérifier 212;2 ?é 1 et
912/3 ?é 1.0r 224 — 1§ =3 et 25 — g4 = 12 = —1 dans F13.Donc 2 estd'ordre

12 :il engendre [ng.

2. Les puissances 2':', Cey 211 valent successivement 1,2,4,8,3,6,12,11,8, 5,10, 7 . Les
générateurs sont les 9k avec k premiera 12,soit k £ {1, 57 11} . Les générateurs
sont 2, &, 1l et 7T.

3. Les carrés non nuls sont les puissances paires de 2 : 2[:', 22, - 210 ce sont
1,4, 3,12, 9,10, En particulier, —1 = 12 = 26 = {23}2 — 82 .Donc -1 estun carré,
conformément au fait que 13 = 1 (mod )4 . La figure ci-dessous place les douze puissances de
2 sur un cycle et distingue les générateurs et les carrés.

210=10/ \a 22 =4

rouge : générateurs

2°=5@ bleu : carrés @®2°=38

(exposant pair) /
®
/ 24=3

® o
2?=11&\./25=6

N
o0

I

(o]

20=12



4, Posons 5 — 9k, I'élément (0 n'étant pas solution.Ona 10 = 210, donc 2 —= 10 équivaut
& 2k = 10(mod12),soit & = 5(mod )6 .Ainsi, kK € {511} et z € {6,7}.
Vérification: 62 — 36 — 10 et 72 — 49 — 10. Ensuite, } — 29 ,donc £3 = 5
équivauta 3k = 9(mod12),soit k& = 3(mod)4.Dou k € {3,711} et

z € {8,11,7}. Vérification : 83 = 512 = 39 x 13 + 5 . Les solutions sont {6, 7} pour
2 =10 et {7,811} pour 3 — 5.

Point de méthode : un générateur transforme les équations multiplicatives en congruences sur les
exposants, exactement comme un logarithme.

Corrigé de I'exercice 18 : Deux constructions de F16

1.ona P0)=1ce P(1)=1+1+1=1donc P n'apasde facteur de degré 1.S'l
était réductible, il serait produit de deux irréductibles de degré 2.Orleseulest X2 4+ X +1,
et (X?24+ X+ 1)2 = X*t4 x2 41 ?é P .Donc P estirréductible.

2. Lordrede & divise 15 = 3 x 5.Dunepart, a3 1, car (1, o, o2, &3) est une base.
D'autre part, a% = & -+ 1, donc o = o + o % 1. Ainsi, o estd'ordre 15 :c'estun
générateur.

3.0na Q) =1, @) =5=1,et @+ X*+ X?+1.Leméme raisonnement montre
que @ estirréductible. Cependant, (X — 1)@ = X° —1,donc 8% =1 avec fB ?é 1.
L'ordrede £ vaut 5,et [ n'engendre pas le groupe multiplicatif. Les deux quotients
sont pourtant des corpsa 16 éléments, donc isomorphes.

4. Le sous-corps a 4 éléments est formé de O et desracinesde 3 — 1 dans [ng . Ce sont
1, aet gl0.0na &b = < 4+ o, puis
all = {Q{E + 05}2 — a? + a? = a? + o + 1. Vérification :
(a2 + g}g +(a?+a)+1=0a%+a+1=0.Lesous-corps est
{0,1, &2 + [\ala?], @2 + [\alalpha?] 4 1} .
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Corrigé de I'exercice 19 : Sous-corps de F4096

1. Les diviseursde 12 sont 1,2, 3,4,06,12. Les sous-corps sont [ o, [ a4,Fg Fi5 Fgq et
K .Deplus, Fna C Fqe sietseulementsi d|e.Ainsi, Fgq CFig, Fa C Fgq et
Fg C Fga,mais [Fg ¢ F1g .

2. Le corps [Fg{:t::l est un sous-corps de K .llestégala K sietseulementsi & n'estdans
aucun sous-corps strict. Or tout diviseur strict de 12 divise & ou 4. Donc tout sous-corps strict
estinclusdans Fg4 oudans [Fig.Ainsi, Fg(r) = K siet seulement si

:t:‘%[l'_g.}l_,lﬂ'_l@.

3. L'intersection Fga M F1g estunsous-corpsde [1g etde [Fga .Son degré divise 4 et &,
donc 2 :c'est [F4 .Parlaformuleducrible, |[Fgqa UF1g| =64 +16—-4 =76 .llya
donc 4096 — 76 = 4020 éléments tels que [Fy(x) = K .

4. Pour untel T, le polyndme minimal est irréductible de degré [Fq(z):Fq] = 12.
Réciproquement, soit &' unitaire irréductible de degré 12 . Son corps de rupture a 912
éléments, donc il estisomorphe 8 K ,et & auneracine ¥ dans K .Comme y3036 — 4,

Q= Mo divise x 4036 _ ¥, qui est scindé a racines simples sur K .Donc & a 12

racines distinctes dans K, toutes de degré 12 . L'application & —* K. est ainsi exactement

12 pour 1.llya 4020 _ 335 polyndmes unitaires irréductibles de degré 12 sur

12
Fq.

Corrigé de I'exercice 20 : Dénombrement des polynémes

irréductibles

1. Soit L = Fp[X]/(@),corpsa pd éléments, et 5 — X . Supposons d'abord que &
divise xP™ _ x.Alors £P" — p.L'ensembledes ¥ € L telsque yP" = y estun
sous-corps, car F™ est un morphisme. Il contient £, donc il vaut Fp{z) = L.Soit ¢ un
générateurde f,* :ona gPﬂ' —1 _ 1, donc pd —1 divise p™ — 1. Ecrivons

n=n=kd+ravec 0<r<d Alors p" —1 = p"(prkd — 1) + (p7 — 1), et pd -1
divise p¥d —1.Donc pd —1 divise p™ —1<pd —1,cequiimpose r = 0.
Réciproquement, si d | n,tout v € L vérifie ypd =y En itérant E fois, yi”n = % .En
particulier,  annule X P" _ x,donc & = M. le divise. Ainsi, C} | XP" _ X siet
seulementsi d|n.



2. Ladérivéede FP" _ ¥ vaut —1.Ce polyndme est donc premier avec sa dérivée : il est sans
facteur carré. Ses facteurs irréductibles unitaires apparaissent ainsi avec multiplicité 1 . D'apres la
question 1, ce sont exactement les irréductibles unitaires de degré divisant 7. En comparant les

b R—
degrés, P = Z dIg .
d|n

3. Pour p = 2, la formule donne successivement :

I, 4=11+219, 8 =114 313,
I1 4209445, 32 =I{ 451, 64 =11+2154315+61

2
16

Onobtient I1 =2, Ig=1, I3 =2, Fa =3, Ig=6, Ig=9.Pour

p=3, 9=23+215,donc Iy = 3. Les polyndmes unitaires de degré 2 sans racine
dans Fgsont X241, X2+ X +2et X214 9X 4 9. Lafigure ci-dessous compare
les £, obtenuspour T = 2 al'approximation %l_n

B /, (hombre exact)
B 2"/n (approximation)

=
o

polyndomes unitaires irréductibles

4. Pour m =1, f1=p=1.%it n>2e m =|n/2 | Dapreslaquestion?
appliguéea d,ona dfg < pd. Les diviseurs stricts de 7 sont au plus égaux a ", donc

m m+1 _q
Z dlg< Z pk<%£pm+l—l<p”}
dTm E=1
ad<n

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

nl, = p™ — Z dlg=>0
car m + 1 < n . Par conséquent, d [, .Ainsi, I, = 1 pour

d<n
tout 7. 0On en déduit une preuve constructive de I'existence de Fp» :clest Fp[X]/(P)

avec P irréductible de degré ..

Corrigé de I'exercice 21 : Carrés dans un corps fini

. L'application s5: 1 — 12 estun morphisme du groupe [Fg . Son noyau est formé des racines

de x2_1,soit {1, =1}, quia deux éléments car —1 ?é 1 en caractéristique impaire. Donc
l'image a % éléments. Soit g un générateuret T = g’ . Les carrés sont les puissances

paires de . De plus, 1;':9_1};’3 — gm(g—l)f? — 1 sietseulementsi g —1 divise

—1 T e . .
mg_ , C'est-a-dire si 11 est pair. Ainsi, I est un carré si et seulement si

:E(g—l)fﬁ — 1

. D'apres le critere précédent, —1 est un carré si et seulement si (_1}(9_1”2 — 1.Comme

-1 ?é 1, cela équivaut a ? pair. Donc —]1 est un carré si et seulement si
g = 1({mod )4.
Soit ¢ € Fg.L'ensemble A = ,12] a a—1 1 = g+l éléments, en comptant 0
' g e eFyg 7 tl=7 ' P '
c
2
L'ensemble B = 0% enaautant, car ¥ — ¢ — ¥ estinjective. Or
b€ ﬂ:}g

4|+ |B|=g4+1>g .Donc AN B?é D :ilexiste a@,b telsque g2 — - — p2. Tout
élément est somme de deux carrés.

4. 0na 7 = 3(mod )4 ,donc —1 n'est pas un carré dans [ 7. Lescarrésde [7 sont

0,1,4,2,car 32 — 9 — 9. Ansi, 3=1+2.0na 3 =124 32dans [F7.

Corrigé de I'exercice 22 : Isomorphisme explicite entre deux

corps a 8 éléments




1. Lepolynéme X3 + X 4+ 1 vaut 1 en (O eten 1.Deméme, ¥3+¥2 41 vaut 1 en
0 eten 1.Dedegré 3 sansracine, ils sontirréductibles sur [ 5. Les quotients sont donc
deux corpsa 23 — g éléments.

2. On partde ;33 + £ 4+ 1 = 0 etl'on divise par JBB 14+ 5—2 + 5—3 = (. Donc ;3_1
estracinede ¥ 3 4+ ¥2 41 .D'aprés l'exercice 15, ﬁ_l — fﬁE — J{-}E + 1. Ainsi,
;5?2 +1 estracinede ¥3 1+ ¥Z 41 dans K.

3. Considérons le morphisme d'évaluation Fo[¥ ] — K1, ¥ — 2 4 1. Son noyau contient
Y3 4+ ¥2 41 etnecontientpas 1.Comme cetidéal contient un irréductible qui engendre un
idéal maximal, il est égal & {YB + Y24 1) . Par passage au quotient, on obtient un morphisme
injectif & : K5 — HA 1. Lesdeux corpsont & éléments, donc & est bijectif. Enfin,
o(~2) = {53 + 1}2 = ;3‘4 +1 = JBQ + B + 1. L'isomorphisme vérifie
oly) = pi+1let o(y2) = p2+p5+1.

4. Un isomorphisme est déterminé par I'image de ¥, qui doit étre une racinede ¥3 + ¥2 4+ 1
dans K1.Orlesracinesde X3 4 X 41 sont 3, B2 = F(j3) et 8t = F2(B),
trois éléments distincts. Leurs inverses 36 8% 33 sontles trois racinesde ¥3 4+ ¥2 41,34
savoir JBQ 41, JBQ + 541 et 5 4+ 1. Chacune définit un isomorphisme par la construction
précédente. Il existe exactement trois isomorphismes de A sur KA.

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : cyclicité du groupe
multiplicatif

i
1. Classons les entiers & € {1,..., n} selon la valeur de ged(k, ) - qui est un diviseur ¢ de
n.ona ged(k,n) = 7 sietseulementsi k = EFQI avec 1<k’ <d et
%{k’r, d) = 1.llyadonc ¢(d) tels entiers. En sommant sur les diviseurs, on obtient

pd) =n
d|n

2. Supposons  IN(@) 0 etsoit x € G d'ordre d.Leséléments 1, x,... zd—1 sont
distincts et racines de  Xx'd _ 1 . Or ce polyndme a au plus ¢ racines dans le corps K . Donc
tout élément d'ordre g est une puissance k% .Enfin, k% estd'ordre 4 sietseulement si

gcd(k, d) = 1. Ainsi, N(d) € {0, p(d)}.
3. Par le théoreme de Lagrange, I'ordre de tout élément divise #.. Donc
; N@)=n = ; ?@)  comme N(d) < (d) pourtout g, chaque inégalité est
mn mn
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une égalité. En particulier, IN{(n) = ¢{n} > 1.1l existe un élément d'ordre 7 : G est
cyclique.

4. 0na 16 — 2%, donc il suffit de vérifier 38 ?é 1 dans Fi7.0r 32 =9, 3% = 81 = 13,
puis 38 — 169 = 16§ = —1.Donc 3 engendre [FT?, quia @(16) = 8 générateurs.
De méme, [F35 estcycliquedordre 24.1a @(24) = (8)p(3) = 8 générateurs.

5. Le corps Fn(g) contient 0 et toutes les puissances de g, donc tous les éléments de  Fpn .
Ainsi, Fpn = Fp(g) et [Fp(g):Fp] = n.Le polyndme minimal # g est donc irréductible
dedegré n.Deplus, Fpr = Fp(g) = Fp[X]/(p,).

6. Supposons QF = {7 ).Aors —1 = rk pourunentier k,non nul car rl = 1% -1.
Donc 2k — 1,et 7 estd'ordre fini. Le groupe Q* serait fini, ce qui est absurde. Le méme
argument s'applique mot pour mot a [R™ : aucun des deux n'est cyclique.

Point de méthode : la preuve n'utilise que le fait qu'un polyndme de degré 4 aau plus ¢ racines
dans un corps. Elle s'applique donc a tout sous-groupe finide F*, par exemple aux racines 7 -iémes
de l'unité dans .

Corrigé de I'exercice 24 : Probleme : polynomes d'Artin-

Schreier

1. Pour = € Fp, le petit théoréme de Fermat donne xP = x .Donc P(z) = —a ?é 0: P
n'a pas deracinedans [p.

2. Soit & € Fyp . Parle Frobenius, (o + ,Eg}jj = aP? + k¥ = aP 1 k . Donc

Pla+k)=aP+k—a—-k—a=P(a)=0.

Les I éléments o -+ & sont distincts et racines du polynéme unitaire P de degré ¥ .Donc

p= ] (x-a-k

EElp
3. L'anneau L[X] est factoriel. Le facteur unitaire & de P s'écrit donc
H (X ==k quec §C Fpet |S| = d.Son coefficient de X d—1 vaut

ke S
_i ( + k) = —(do + 53',00 S = Z k €Fp orce coefficient appartienta Fgp,
ke S ke S



puisque @ € Fp[X].Ensuite, 1 < d < p—1,donc d estinversibledans Fp .Onen
déduit o £ [ p, ce qui contredit la question 1. Ainsi, P est irréductible sur [ p .

4, Comme F estirréductible, ":'_J:II:O{:I est un corps de rupture de degré . Il contient toutes les
racines o -+ k .Donc [Fp(a) est engendré parles racinesde P ,et L = Fp(a). Par
conséquent, |L| = pP ,et Fp[X]/(P) =~ Fpla) estun corps de décomposition de

P.

5.0na Fla) = af = a+a,car Pla) = 0.Parrécurrence, F5(a) = o + ka :en
effet, Fla + ka) = af + ka = o + (k+1L)a.D'abord, F' estunautomorphismede L ,
car L estfini. Ensuite, FP(o) = o + pa = a, et FP fixe Fp.Comme L = Fp[a],
ona FP =id; Enfinpour 1<k <p-1, ﬁm% 0, donc Fk(oe}?é o . Le
Frobenius est un automorphisme d'ordre exactement [.

6. Pour p =2 et g =1,ontrouve P = X2+ X +1et L =Fgq,avec
Fla) = a2 =a+1.Pour p=3et g =1,ontrouve
P=X3_X-1=X34+2X +2. Ainsi, Fgp = F3[X]/(X3+2X +9),etles
racinesde P sont @&, a +1et a4+ 2.

Point de méthode : pour prouver qu'un polynéme est irréductible, il suffit parfois de connaitre toutes ses
racines dans une extension, puis de montrer qu'aucun produit partiel n'est a coefficients dans le corps de
base.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L3

Le cours : corps et extensions, cours de maths en L3

e Les énoncés : exercices de maths en L3 sur corps et extensions

A maitriser avant : Anneaux, idéaux et arithmétique

Chapitre précédent : Anneaux, idéaux et arithmétique
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e Chapitre suivant : Réduction de Jordan et décomposition de Dunford

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3
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