Corrigés des exercices de maths spé

Convergence dominée

Corrigé de I'exercice 1 : Deux premieres limites d'intégrales

1. Posons f (z) = m sur [0, +co[ . Chaque [

étudions la limite simple Si 0 z<lalors £ — 0et f (z)— H_LZ Si x =1,

n ©st continue et positive. D'abord,

alors f (1) ==.Si z£>1,alors =" — 4co et f () — O.Lalimite f vautdonc

1_'_1 sur [0, 1[ % en 1 et 0O ensuite: elle est continue par morceaux. Ensuite, puisque
1
gt 20,0na 0<f (2) <3

.. Par le théoreme de convergence dominée,

fonction intégrable sur [0, +oo[ et indépendante de

1
dz
I, = 1+2—arctan1,
0
. . . kil
Ainsi lim I, = 7.
2. Posons _ neinle/n) our £>0et g_(0) =1 Comme fDU en O
' gn{‘ﬂ} = o(l4+22) P n ' T '
chaque 9, est continue sur [0, +oo[ . Pour x> 0 fixé, nsin(r/n) ~ n -7 = z,donc
{,:t::l L ; c'est aussi vrai en [J. La limite est continue. De plus, I'inégalité
1 .
|51n u| < |u| donne [nsin{z/n)| <z, dot |g_(z)] < T4 53 - Cette dominante est
-I-o-c::-
intégrable. Par convergence dominée, lim J., = dz_ _ m
' n 14+z2 — 2
0

Corrigé de I'exercice 2 : Limite exponentielle sous l'intégrale
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I

.Sioz>n, fﬂl::l?:l = 0 et l'encadrement est clair. Si = = n, fﬂ(i?} = 0 aussi. Si

0<z<n,aors 1—z/n € 0] et f_(z) = explnln(l-z/n)>0.0rla
concavité du logarithme donne In{l14u) < u pour u > —1.Avec u = —z/n , on obtient
nln(l—z/n) < —z . Par croissance de 'exponentielle, 0 < f_{x) < e~ . Ensuite, fixons

xr E 0 .Pour n>=x, ﬂln{l _j_j}./n:] — n(_% +C‘(%)) — —T - Donc fﬂ($} — g T

. Posons uw = l—a:‘/ﬂ ,donc dx = —n da . Il vient

) 1

(1—%)nda}=n u”du_niﬂ*

Cette intégrale vaut 1 et tend vers 1 . Par convergence dominée, on retrouve ce
+oo

résultat. En effet, I'intégrale vaut f fﬂ , la suite (fn} converge simplement vers la fonction

0
continue x — e ¥, et la question 1 fournit la dominante intégrable =% . Donc
+ao +co

ffﬂ—> fe_ﬂ?da:zl-

0 0

+oo

. L'intégrale vaut f fﬂ(;p} cos © da. D'abord, fﬂ{:t?:lCOE x — e Tcos & | fonction
0

continue. Ensuite, |fn{a:}cos :I?| < e~ % | dominante intégrable. Par convergence dominée, la
+oo

limite vaut f e Teag ¢ dx . Or
1]

—+ 00

(—1+d)x _ 1 _ 1+z
e dr = T3 = 9

0

En prenant la partie réelle, la limite vaut % .
p _ ) 2z 5 z<n,et 9,02 =0 sinon Pour = fixé et
. Posons gn{;[;‘:l = (1 -|-n) e Si =n,et g, sinon. Pour xé e
n >z, nln(l+x/n) — £, donc g _[(x) = e%e—2%7 = ¢=F Deplus,
In(l + &/n) < z/n donne (1 +z/n)" < e .Ansi 0<g, () <e™* pourtout
x > 0. Chaque 9, estcontinue par morceaux (discontinue en 1 seulement). Par



+oo

convergence dominée, la limite vaut f e~ Tdr =1.
0

Corrigé de I'exercice 3 : Domination par morceaux

L

1. Lafonction hy:z — JW est continue et positive sur [0, +0o[ .En 400,
F
R lz) a:iﬂ = ﬁ , fonction intégrable sur  [1, +co[ . Par comparaison de fonctions

positives, [, existe.

2.5 0< <1, 2" 5 0 et £nt+2d _ (, donc hﬂl::l?:l—:»D.En r =1, hﬂ(l}:%.
Si z>1,onécrit hy,(r) = m,et 7" — 0. La limite simple est A(z) = 0

sur [01], A(D) = %, h(z) = ﬁ sur |1, +oo[ . Cette fonction est continue par
morceaux.
3.5ur [01]] ,ona 0 < Anlz) < 2™ <1.Sur [1,4oo[, on minore le dénominateur par
. 1 _ 1
gnt2,d'ol 0 < hy(z) < 5. Posons donc @(x) = 1sur [0]]] et @) = =3 sur
+co
]1, —|—r:c::u[ . Cette fonction est continue par morceaux, positive et intégrable, avec f w=2.

0
Elle domine tous les  fi,, . Le théoréme de convergence dominée donne

—+ oo
d
I, = / -
1

5

= 1.

[

Ainsi limf, =1.

Point de méthode : découper I'intervalle au point ou le comportement de ™ change permet presque
toujours de construire la dominante.
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Corrigé de I'exercice 4 : Une suite sans domination

1. Une intégration par parties sur [0, A], puis A — —+co, donne

+co +co

— T _peltoe 1 — 1 .
f re "Tdr = [—ﬁE m:]g + ﬁf e T dr = mk Par conséquent,
+o0

fﬂ — ] pourtout n =1,
0

2.En £z =0, fn':[]:' = 0. Pour z >0, les croissances comparées donnent 52 ¢—nT _ .
La suite {fn:l converge simplement vers la fonction nulle.

3. Raisonnons par I'absurde. Supposons qu'une telle ¥ existe. Alors toutes les hypotheses du

théoreme de convergence dominée sont satisfaites, car la limite nulle est continue. On aurait donc
+oo

f f — [ . Orcette intégrale vaut 1 pourtout 7, contradiction. Aucune dominante
T

0
intégrable n'existe.

4. 50t £ € J00]et n=|1/c|>1 Aors p<icpyr,donc H7<ne <L,
D'abord, nx < 1 donne e~ "% > e¢—l. Ensuite, nzr > ni—i—l = % . Enfin,
% <n+1<2n,donc n > ﬁ Par conséquent,

— 1 1 _ 1
f(z)=mn (nz) e " >4 -5 ¢ = =

Si % domine toute la suite, alors ¢p(xr) > fﬂ{;r] > éi—£ sur |0,1].or £ — 51_]: n'est pas
intégrable en (. Donc ¥ ne peut pas étre intégrable, ce qui confirme la question 3.

La figure ci-dessous représente quelques fﬂ , leur enveloppe supérieure S‘ép fﬂ et la minorante

1 . 1
Zer obtenue. L'enveloppe explose en [1 comme T



— SUP
n

5 - — = 7L (non intégrable en 0)

Corrigé de I'exercice 5 : Limites avec un parametre réel

1. Lafonction x — arctan(Ai =) e~% estcontinue sur [0, +00] . De plus,
larctan() £) e=%| < 7 €77, fonction intégrable. Donc  F(}) est bien défini.

2. Pour £ >0, arctan(i z) — E—T quand A — 4co.En z = 0, lavaleurreste 0.Lla
limite © — %5_5‘7 sur ]D, —|—CO[ , complétée par 0 en 0, est continue par morceaux. La
dominante %E_“? est indépendante de A . Par le théoreme de convergence dominée a

+oo
parameétre continu, F'(X) — %f e~ T dpr = %
0
+oo
3. Pour X >0, écrivons @ = f w e~ % dx.Pour x =0 fixé,

arctan{A £} ~ Az quand ) —s 07T, donc l'intégrande tend vers x e—% ;en 0, tout
arctan(X )

vaut 0.Ensuite, 0 < arctan(Az) < Az donne g < 3

e T < rxe T,
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+co
— re Tdr = 1.Ainsi
0

L . F(
fonction intégrable. Par convergence dominée, T

F(X) ~ A quand ) — 0.

Corrigé de I'exercice 6 : Développement asymptotique d'une
suite d'intégrales

1. Posons  f_(x) = 1+1 = % en 1 et Osur ]I, +oof

: elle est continue par morceaux. Sur  [0,1], 0 < f < 1.sur [1,+oo| etpour n > 2,

. La limite simple vaut 1 sur [0,1[,

1 \ 1 \
" > 2, donc f (z) < 135 La fonctlonlegalea 1 sur [0,1] eta 353 au-delaest
intégrable. Par convergence dominée, Uy — fd;]: = 1.
0
1 +oo 1 +oo
1 dz
0 1 0

changement de variable , — tlfﬂ est une bijection ¢l strictement cr0|ssante de
]D, —|—o::u[ sur lui-méme, aveC dr — % tlf'-”« —1 dt . Il vient

+ 00 +00 / 1 1 /
1/n—1 1/n—1
dzx 1 t 1 t-t
/ T+z? = ﬂ/ ir¢ dt, /1—|—$” de = ﬂ/ 1x¢  dt.
1 1 0 0

En multipliant par 7., on obtient I'égalité demandée.

+oo 1
3. Notons A, = 1Tt di et B, = g dt Pour €0, ¢ —s 1. D'abord,
1 0
pour t > 1let n =2, ilfﬂ < tlf@,donc 0< tlij_; ' < t_tl’m — t_gf@, intégrable
sur [1, +oo[ . Par convergence dominée,
+ 00
20
dt n T
A — [In = — In 2.
n " t(1+t) I+t
1

Ensuite, pour t € [0,1], g < % < 1, dominante intégrable sur le segment. Donc



1

B, — fﬁ — ln 2. Parconséquent, n{ty, —1) = In2—1n2 = 0. Ainsi
0
_|_

Corrigé de I'exercice 7 : Equivalent par changement de variable

1. Lafonction 1 — (1-|-;r;2:|_ﬂ est continue et positive. De plus, {l—i—azg}_ﬂ < 1_'_1332 car

n = 1.Donc I, existe.

2. Le changement de variable = = u/vTl est linéaire, avec dz = du/vTi. Il donne

+aoo
du
P
"  (1+%)

ud\ " . w2 g2
3. Posons g, () = (1 + ﬁ) .Pour u fixé, 5 ln(l—i— W) —y u2,donc g (u) — e

n
, fonction continue. L'inégalité de Bernoulli avec a = ugfﬂ, donne (1 + %2) > 4yl

Ainsi 0 < gn{uj < {42 dominante intégrable. Par convergence dominée,
“+oo
T —u?dy = & ponc I, ~ AL
n i, — e u =% n ™ g

0

Corrigé de I'exercice 8 : Comportement asymptotique d'une

transformée

—1
1. Pour f =0, l'intégrande est continue et vérifie ([ < f_i_; < 1_|_1$2-

Donc G{t) existe.

l—l—lazﬂ est intégrable et ne dépend pasde £ .Quand ¢ —s 0t , l'intégrande
tend vers 1322 pour tout . Par convergence dominée a parametre continu, Gl:t:l — % :

2. La dominante

Quand ¥ — oo, l'intégrande tend vers () pour & >0 etvaut 1 en x = (. Cette limite
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et

XTE

est continue par morceaux. Par le méme théoréme, G(t) — 0. Ainsi 1[:1]1}_1 G =
im G =0
+oo :

+oo

3. Posons u = tx.Alors tG{t} = f 1+ Eftg du . Quand t — —co, l'intégrande tend

vers g~ U, De plus, il est majoré par e—“ , intégrable. Par convergence dominée,
4o

tG(t) — fe"“du:l.Donc G{t}m%en +oo.
0

La figure ci-dessous, obtenue par calcul numérique de (& , confirme ces trois résultats : la courbe part de

;—T et rejoint I'hyperbole % .
‘ G(t)
201 |
\ - 1/t
L e n/2 : limiteen0™*
\

Corrigé de I'exercice 9 : Une identité approchée




1. Notons M = sup |f]|. L'intégrale existe car |f{z)e "% < M e~ ™7 . Le changement de
variable © = nx donne

+ o0 + 00
_ U _
n flz)e ™ ™¥de = f(B) e 4 du.
Pour u fixé, = — 0, donc flu/n) — f(0) parcontinuité de f en 0. La limite
u — f(0)e™™ est continue. De plus, |f{u/n)e %] < M e, intégrable. Par convergence
+co
dominée, la limite vaut f{[j}f e U dy = f{[j) .
0

+oo +oo
mn

—mnT — (—m—+t2)r _ 1
2. Ona fcos{:t:“}e d$—Ref€ da:_Ren '—n2+1'D°nC
0 0

—%
oo
— n2 ‘ _
n f .:og{;pj e~ T dp = | — 1 .0n retrouve bien cos0 = 1.
0

oo

3. Le méme changement de variable + = A z donne f f(uj}l) e—u day. La domination

0
M e~ U nedépendpasde X, et f{u/X) — f(0) quand X — +co.Lethéoréme de
convergence dominée pour une famille a parametre réel conclut. La limite vaut encore fl:[]:l .

Corrigé de l'exercice 10 : Une intégrale égale a T(2)

n
1. Pour z € [0,1], on a le développement ~In(l-x) = né:l w .Posons f_(z) = 5]:?;1_1
sur [0,1[ .Pour = € JO1[, ;1 [ o) = M ;en £ = 0,lasommevaut 1,
mn
qui est aussi la limite de M_.La somme S est donc continue sur [0,1[ .Les [, sont
1
continues, positives et intégrables, avec f fn = ﬁ . Le théoreme d'intégration terme a terme
1 0 1
positive donne f,S‘ = Z ﬁ . Cette somme est finie. Donc fw dr = %2
0 n>1 0
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2. Le changement de variable x = 1 — u, bijection 1 de ]0,1[ sur lui-méme, donne

1

M du.

In =
r—1 do
0
a2

Cette intégrale vaut donc aussi 5"

Corrigé de I'exercice 11 : Intégration terme a terme avec des

signes alternés

1. Intégrons par parties sur [g, 1] :

1 1
e+l 1
n — S n
T ln$d$_{ +11n$} +/ dez.
=
Or gn+llne —s O par croissances comparées. En faisant € — 0,

1
fﬂ:”lna:d:t? = —1.
A (n4+1)2

L 1 . . .
2. La série E L3 converge absolument, donc on peut séparer les termes pairs et impairs. La

Z 1 _1x?
somme des termes pairs vaut | 14 2 7 4 & . Ainsi
3=

i@ (-1 i“’ 1 +Z 1 _ 2 _ g2
k2 - 2 ) — 6 1
La somme vaut %2
1 L "
3. Pour = € [01[, I+z — Z (=17 2™ posons fol@ = (1) z"lnz sur ]01[.

n >0
. . .y L . In x -
Ces fonctions sont continues et intégrables, et leur série converge simplement vers - fonction

continue. De plus, par la question 1, f |f | = terme général d'une série convergente.
mn

1
(n+1)¢’



Le théoreme d'intégration terme a terme s'applique :

1
Iln z dr = X n 1 X (_1)k_1,
1tz 94T = (_ ) _(n+1)2 - = L2
0 n= 0 k=1
D'apres la question 2, l'intégrale vaut _f'ir—; .

Corrigé de I'exercice 12 : La fonction zéta sous forme intégrale

+co +co
1. Le changement de variable % = 7m.x donne f rs—le NI dr = f ui—l e U '*?}n_“ ,
0 0

a—1

=

Cette intégrale vaut % .

1 - —nr
2. Pour =0, 0<e T <1l,donc ex—1 " 1—e—% — Z € . Posons

n > 1
fn{:t?:l = z5—1e™™% gyr 0, +oo[ . Ces fonctions sont continues, positives et intégrables.
-1 . Lo . . . "
Leur somme L est continue. Par le théoreme d'intégration terme a terme positive,

ef —1

00

—+ 00
Fhde= Y T =)0,
0 n=1

qui est finiecar s> 1.

+oo
3.0na j"’(&} = f i3 e—1t df = 3! = &, par trois intégrations par parties. Donc
4]

+co
3 |
feL¢®=5@a=ﬁ-
0

:I_'S—l
e —1
positive n'est pas intégrable en (0 . Ensuite, le théoréme positif reste valable dans [0, 4oco] :

o op3—24,.0r s—2 < —1,donc cette fonction

4. D'abord,en 00, &% —1 ~s 1, doNnc

. reY. = o |
l'intégrale vaut ~ ns . Or cette série de Riemann diverge pour s < 1. Dans les deux
n

cas, l'intégrale vaut oo,
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Corrigé de I'exercice 13 : Une intégrale oscillante

+oo +oo

b Ona f sin(r) e~ "F dr = Imf etz g — 1 —1 — 1 2% | Cette
0 0

n—az na+1

Lo 1
intégrale vaut mitl "

2. Les fonctions = — sin{z) e~ ™ changent de signe, par exemple sur [, 27| ol le sinus est
négatif. Elles ne sont pas positives : le théoréme positif ne s'applique pas.

— 1 —nI
3. Pour £>0, ef—17 ;1 sin(z) e , somme continue sur |0, +oo[ . Les fonctions
n

fﬂ(ﬂ?} — sin(z) e "% sont continues et intégrables. De plus, sin z| < & pour = =0,
+oo +oo

_ 1 .
donc / |fn| < f re "Tdr = 3 . Ainsi Zf|fn| converge par comparaison. Le

0 ]
+oo oo

PP A . N ElN T _ 1
théoreme d'intégration terme a terme donne f P dr = Z n2T1”
0

n=1

Point de méthode : il n'est pas nécessaire de calculer f |f | exactement ; une majoration par le
n

terme général d'une série convergente suffit.

Corrigé de I'exercice 14 : Le réve de I'étudiant

1. Le changement de variable £ = e¢—% estune bijection (71 de ]0, +oo[ sur ]0,1[, avec
dr = —e—tditet —Inz = ¢.Ilvient
+0o0

1 +oo
/ xk(—ln a‘:)k dr = / e—kt thke—t 4t = [ tk e_(kJrl)t dt.
0 0 0



+oo

_ , 1 _ R ek
Avec u = I(R:—H:lt, on obtient P} uke Udy = R D'ou I'égalité
(k4+1) A (k4+1)

demandée.

CPour £ € 0], ¥ = e=slnz = Z B .0r —zlnz > 0sur [0]],
k>0

k(— k . : .y

w sont positives. Elles sont continues et intégrables, et

leur somme x % est continue. Par le théoreme positif et la question 1,

1

donc les fonctions fk{$} —

400

_ 1
r ¥dr = E Pl
g =0 (k+1)

—n
En posant n = k-1, on obtient 2}:1 no
"

T — exlnz — Z { }kﬂ
E>10

. De méme, * Les termes ne sont plus positifs.

1 1
Cependant, f|9'k| = GLEFL et Z (kL)% converge (par exemple car

(;94_1:] (k+1) < 27 (B+1) ges que k > 1). Le théoréme d'intégration terme a terme donne

n—1
(—1)* P
Tdr = —~—~ _ Avec n = k-1, c'est n .
[:F i kz‘}:ﬂ R+ S

. La suite {n_”) décroit vers [0, donc le critere des séries alternées s'applique. Le reste est
majoré par le premier terme omis. En s'arrétanta n = 4, l'erreur est au plus

1

55 = 2= <1073.0r 1 + 75 — g5 & 0,7831 . Ainsi fa:srda: ~ 0,783
0

10—23 prés.

Corrigé de I'exercice 15 : La série harmonique alternée
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1 . o N .
1. Ona f|( ;[:} |d$ — ——. La série ntl diverge : I'hypothese cruciale du

theoreme fait défaut.

1 — I:—,ﬂ:jN"'l
I+
|{—,1:~}N+1| < 1,onobtient |§pr(z)| < l-l%: < 2 .La constante 2 est une dominante

intégrable sur [0,1[, indépendante de 1V .

2. Pour = € [0,1], la somme géométrique donne Sye) = . Comme

3. pour © € 01, (—z)YF! - 0,donc S () — 1_l%r,fonction continue. En revanche,

en =1, SN{I} vaut alternativement 1 et 0 :c'est pourquoi on travaille sur [D,l[ . Par

1 1
convergence dominée, Sy — 1':_1|_—‘T$ = Iln 2. Or, par linéarité,
) 0 )]
N, (1" 2
fSN:Z n_H.Donc Z ﬂ_l_l:lnﬁ.
0 n=_0 n=
1 1
)N+1
4. Ona lnz_fSN: f dx. Puisque 14 x > 1, on obtient
0 0
1 N+1 1
(—x) N+1 1
f S — dr| < i+l d+ . Le reste est donc majoré par Vg
] ]

La figure ci-dessous illustre la solution : les sommes partielles oscillent autour de T4z avecun ecart

maximal pres de x = 1, mais restent sous la dominante.



2.0~
\'\
o
\\_“‘-\.
.“"h-
1.5' “""--.
>1.0- TS=—
0.5 - S — Si5
) Sy = 1/(1 4+ X)
—_— 53 - 2/(1 4+ X)
— S¢
0.0 I T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Corrigé de I'exercice 16 : Choisir la bonne méthode

ln(l—i-a:'] (—1)P1gn-1
. Pour z € ]01[, Z 7 . Les termes changent de signe, donc le
n > 1

,:rﬂl 1

1
théoreme positif est exclu. En revanche, f , terme général d'une série
0

convergente. La somme est continue sur ]D,l[ Le théoreme d'intégration terme a terme
s'applique donc :

. On factorise 1+ 3 = (14x) {:1:2 — z + 1) . La décomposition en éléments simples s'écrit

1+23 = 3142 ' 3(z2 — 2 +1)
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oo—==f2 1l 2021 3 1 . i
Ensuite, ;2 — 411~ 22—z +1 2 (o — %)g n % . Le premier morceau s'inteégre en
In(z2 —x +1),quivaut 0 en O eten 1.Leseconddonne
1
3 2 dr—1- o
2.vll§[5|,r‘u::1:.z|,11 7 L =3 5 - Finalement,
1
dzx _ In?2 + l m,
1+z3 3 3 V3
0
- In 2 T
L'intégrale vaut =N —+ ek
1
3. lci, f rindr = #—i—l et ﬁ—l—l diverge : le théoreme d'intégration terme a terme ne
]

s'applique pas. On utilise donc la convergence dominée sur les sommes partielles. Pour
N N+1
n_ 1—(—x3) - 1
z € [0, Sylx) = ZD (—z3)" = 123 (Ainsi S (@) — 5 et
n=

N n 1 1
1S w(D)| < 2 iné (=1) _ dx
N :1::1| = £ . Par convergence dominée, Z Tntl — SN — Thad Donc
n=0 0 0

oo

Eaae

1" 2, w
Intl — 3 T3a~0

m=_

Corrigé de I'exercice 17 : Une interversion illégitime

+co +%
1. Pour m =1, f m e~ ™MT dx = 1. Par linéarité, f f_ =1-1=0.Ains]
0 0

» n
fon:[j'
0

N
2. La somme est télescopique : Z o) =e % = (N+]) e~ WHDT poyr £ >0,

n=1 +oo

+co
{N—I—l}lﬁ_(N—'_lj‘T — 0. Donc Z fﬂ(ﬂs‘} = e ¥, et f e~ T dxr = 1.0n obtient
]

n=1



[Sr.=140=% [+,

3. Si Z f |fﬂ| convergeait, toutes les hypotheses du théoreme d'intégration terme a terme
+oo

seraient réunies, et les deux quantités seraient égales. Donc E f |f | diverge. Vérifions-
n

le.Posons a = In(1+1/n).0na f (z) > 0 siet seulements[,:]i eT > ”T'H,c'est-é-dire
£ > a.Uneprimitivede f,, est Fr) = —e™ "% 4 e (1= avec F0) =0 et
F(+o0) = 0. Donc
+oo
f,| = =(F(a) = F(0)) + (F(+00) = F(a)) = —=2F(a) = 2(ene — em(n+0)2),
—a — ﬂiﬂ d'ot e—nd — E—(n+1)a — (ni—i—l)n(l — ni—l—l) . Ainsi

mn
f |fﬂ — n_—H(nL—H) ~ % , terme général d'une série divergente.
]

4. Posons Umn = 1, “ﬂ,ﬂ+1 = —1 et “ﬂ,k =0 sinon, pour %, & € IN. Chaque ligne
7 contientun 1 etun -1, donc ; Ynk = 0 et ; Z}:: Ynk = 0 La colonne

k = 0 necontientque “gpo = 1 pour k& = 1, la colonne contient  Yg p = 1 et

“;;_1,;; = -1 , de somme nulle. Donc ; Zﬂ: un,k =1 ?é [ : la famille n'est pas

sommable, exactement comme Z f |fﬂ| = 4oo.

La figure ci-dessous montre des sommes partielles d'intégrale nulle : une masse négative se concentre
prés de [ et disparait a la limite, laissant &~ d'intégrale 1.
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> 1 1
Z fn (intégrale 0)
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3
—— D f, (intégrale 0)
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—_— z f, (intégrale 0)
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_3 ] ! ! | I |
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Corrigé de l'exercice 18 : Intégrale de f(x™n)

1. Posons §,.(z) = f(£™), continuesur [0,1] .Pour = € [0,1[, &™ — 0, donc
gn{ﬂ?} — f(0) parcontinuité;en z =1, gn{l} = f(1). La limite est continue par
morceaux. Notons ¥ = %‘3’13]{ |1 , qui existe car f est continue sur un segment. Alors

|§n| < M, constante intégrable sur [0,1] . Par convergence dominée,

1
[ #emdz - 100
0

2. Le changement de variable _ 1/n sur 10,1] donne
x t !

1 1
/ f{;p'-”«} dr = %f f{t) tlfr"”' —1 d+# . Comme f tlf”_l d+ = n,on a aussi
0 0 0

1
F0) = %f [0 /7=1 3¢ Posons h(t) = w pour t € ]0,1] et

0
A(0) = f/(0) : h estcontinuesur [0,1] .1 vient



1
[f yde — £(0)| = [ Rh(t) Y™ at.
0

Pour >0, 4l/n _, 1.Deplus, A (2) tlf'”*| < max |h|, constante intégrable sur [0,1] .
1

Par convergence dominée, la limite vaut f f—(ﬂ ; f0) d+ .

1 flt) = f(0) f(c':' 1
3. Avec  f(t) = g de cIassle ¢l sur [0)]],ona —Tg , d'intégrale
d In 2 i ; :
—ln 2 sur [0,1] . Donc f 1+iﬂ =132 ( ) . On retrouve ainsi |'exercice 6 :

l'intégrale sur [1, +oo| vaut 1“ 2 + (—) et compense exactement ce terme.

Corrigé de I'exercice 19 : Probleme, formule de Gauss pour la

fonction Gamma

1. Lafonction # — to—lg—t est continue et positive sur |0, +co[ .En 0, elle est équivalente
a +x—1  intégrablecar £ — 1> —1.En 400, elle est négligeable devant é .Donc I'(x)
existe. De méme, ¢—1(1 —t/n)" < t=—L sur On] et wr—1(1—xu)" < =1 sur

]0,1] . Les trois intégrales existent.

2. Posons  h,(t) = t¥—1(1 - t/n}ﬂ sur [On] et hAn(t) =0 _pour t > m. D'aprés
IexerC|ce2 0< (1-t/n)" <etsur [On]et (1—t/n)" — e—t.Donc
l:tjl — tT—le—t  fonction continue, et 0 < h I:t:l < tT—le—1 dominante intégrable.
Par convergence dominée, [,(z) — I'(z) .
3. Le changement de variable ¥ = nw donne In{;p} — f{nu}ﬁ_l{l—u)n 1 du . Ainsi

In(z) = n® J,(x).

4. Soit n = 1.Intégrons par parties sur [, 1], en dérivant (1—u}ﬂ et en primitivant 4, 7—1
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1 1

1
f um_l(l—u)n du = {“Tﬁ(l—u)nh + %[ u® (l—u)n_l du.
£ £

Le crochetvaut O en 1 car n = 1,et ¢ — 0 car v > 0.Enfaisant € — 0,
Tple) = 5§ Tp_1(z+1).

5. Montrons par récurrence sur 1 que J,(y) = y(y+1)n (g+ny Pourtout y > 0. Pour

1
n =20, Jo(y} = fuy—l du = %.Supposons le résultat aurang r—1 . Alors
]
n(€) = T (z+1)(z+2)...(z+n) = z(z+1)...(z+n)
Avec les questions 2 et 3, f{ﬂ:} = n _I%IT}I_OO m(m—k?f _Tl_f:$+ﬂ) .

. 1
6. Pour £ = 1, I'expression vaut (:,—I—Tj' = nil — 1,donc I'(1) = 1 .Ensuite, notons

gn{ﬂ?} I'expression de Gauss. Un quotient direct donne

Qn($‘|‘1) no+1l z(z+1)...(zx+n) _ nz

gn(‘r) - n* ‘($+1)...($—|—n—;—1) = r4tn-t1 — T.

En passant a la limite, I'(z+1) = = I'(z), car I'(z) > 0.

Corrigé de l'exercice 20 : Probleme, intégrale de Fermi et
fonction éta

L . " . P . -1 . .
1. L'intégrande est continue et positive sur ]D, —I—Cc::u[ .En 0, il est équivalent a % intégrable

car s —1> —1.En 400, ilest majoré par rs—le—7, intégrable. Donc K(s) existe. Par
ailleurs, la suite (n™%) décroitvers 0 car s> 0. Le critére des séries alternées assure
la convergence de 7(s).

| . —
2.Pour >0, O<e T <l,donc e*+1_ 1+e = € Z ':_E } . Ainsi

m > 0
1 _+OO _1'11—1 —nT
A= ), (FDTTeTne.

n=1

3. Posons  f, (z) = (—1)""lzs—le=n= sur 10, 400 . Ces fonctions sont continues et



+oo

Par I'exercice 12, f = —.
n
0

5 > 1, cette série converge. Le théoreme d'intégration terme a terme donne

intégrables, et leur somme est la fonction continue E“"?—H

Pour

k9= Y (092 rgne .

ﬂEl

4, pour 0 < s < 1,lasérie I'(s) diverge : I'nypothése cruciale tombe. Considérons alors les
.nﬁ

sommes partielles. Avec g = e~ T,
_ 1 _yn—=1 _n _ 1 Q‘( —(—q) .
Sn(a) = w13 (=1)* L gn = go1 T
n —=
Ainsi S pr(zr) — E et |Su(z)] € 225~ 1e=7 , dominante intégrable indépendante de
+oo
IV . Par convergence dominée, f Sy — H{s} . Or
0
+oo )
n—
f Sy = P@Z ,,33 — I'(s) n(s) . Donc  K(s) = I'(s) n(s) pour tout
0 n=1
s>0.
+oo
5.0na K(1) = l—T—_;—uT dr = [_111(1 +E—m}];‘00 — Iln92.Deplus, I'(1) =1 et
0
n(1) = In 2 par I'exercice 15. Les deux membres valent |n 2.
6. Pour s =1, les séries convergent absolument. Donc

= 27%¢) gou n(s) = (1-21—9) g{s) Pour 5 =2,

Pour s =4, I'4) =6 et 5{4) = E ﬁ Ainsi

() —nls) =

' =1 et ﬁ.@.:%‘%
2 rs

K@) =T et K@ =15

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé
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Le cours : convergence dominée, cours de maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur convergence dominée

A maitriser avant : Intégrales généralisées et fonctions intégrables, Séries de fonctions
Chapitre précédent : Intégrales généralisées et fonctions intégrables

Chapitre suivant : Intégrales a parameétre

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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